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RESUMO

Os métodos numeéricos tém como objetivo solucionar problemas matematicos com
menor complexidade. No decorrer da histéria humana, variados métodos efetuando
aproximacado foram construidos, mas somente apés a revolucao dos computadores,
as contribuicdes dos métodos numéricos se tornaram incalculaveis. Os métodos de
Runge-Kutta sdo mecanismos numéricos que se aproximam de resultados reais,
guando estamos trabalhando na solucdo de equacbes diferenciais de primeira
ordem. Neste trabalho, descrevemos de forma analitica problemas ligados ao
péndulo criticamente amortecido e o péndulo plano néo-linear, como também,
utilizamos o software Mathematica® para obtermos os resultados do método
numérico; na qual, conseguimos gerar os diagramas de fase e visualizamos a
aproximacédo do valor numérico do real. Nossa atividade limitou-se na aplicagéo do
método de Runge-Kutta de quarta ordem (RK-4), e também resolveu questdes com
condicbes especificas ligadas ao péndulo simples, reconhecendo que existem
inimeras outras areas de aplicacdo na natureza. Mediante os problemas resolvidos,
observarmos que € usual se encontrar em uma situagcdo em que 0os conhecimentos
matematicos ndo sao suficientes para a descoberta de uma solucdo exata. Com
éxito nos resultados, contribuimos em expor que a maior parte dos problemas fisicos

sdo complexos e muitas vezes envolvem fenbmenos nao-lineares.

Palavras-chave: Métodos numéricos; Runge-Kutta; Péndulo simples.



ABSTRACT

Numerical methods aim to solve mathematical problems with less complexity.
Throughout human history, various approximation methods were built, but only after
the computer revolution, the contributions of numerical methods became
incalculable. Runge-Kutta methods are numerical mechanisms that approximate real
results when we are working on the solution of first-order differential equations. In
this work, we analytically describe problems related to the critically damped
pendulum and the non-linear plane pendulum, as well as, we use the Mathematica®
11 software to obtain the results of the numerical method; in which we managed to
generate the phase diagrams and visualize the approximation of the numerical value
of the real. Our activity was limited to the application of the fourth order Runge-Kutta
method (RK-4), and also solved questions with specific conditions linked to the
simple pendulum, recognizing that there are countless other areas of application in
nature. Through the solved problems, we observe that it is usual to find ourselves in
a situation where mathematical knowledge is not enough to discover an exact
solution. With successful results, we contribute by exposing that most physical

problems are complex and often involve non-linear phenomena.

Keywords: Numerical methods; Runge-Kutta; Simple pendulum.
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1 INTRODUCAO

Os métodos numeéricos sao ferramentas e aplicacdes de algoritmos que
permitem formular e solucionar problemas matematicos com menor complexidade,
seja por meio de operacfes aritméticas elementares, calculo de fungbes, consulta a
uma tabela de valores ou a um gréfico, arbitramento de um valor etc. [1].

Tratando-se de algoritmos numéricos, ou seja, uma série de regras ou
instrucBes estabelecidas que, por intermédio de uma sucessao de etapas, permitem
abeirar o resultado real [2], tem-se encontrado registros desde a época dos
babilonicos, a titulo de exemplo, o método babilénio para o calculo de raizes
guadradas. Por volta de quatro mil anos atras, esse processo, baseando-se em
aproximagoes, permitiu aos matematicos da época o calculo de raizes com uma
grande precisdo [3]. Temos também registros promovidos pelos egipcios sobre o
método da falsa posicédo, que é uma forma muito antiga de resolver problemas que
atualmente podemos interpretar como relacionados a equacfes e sistemas de
equacodes lineares [4].

No decorrer da historia humana, variados métodos efetuando aproximacao
foram construidos, e somando a existéncia de modelos complexos onde muitos nao
eram possiveis de serem feitos de forma analitica, com o nascimento do calculo e
dos logaritmos, houve um crescimento significativo para o desenvolvimento de
procedimentos numéricos. Na ldade Moderna e Contemporanea, tivemos a criacao
de métodos numéricos feitos por Isaac Newton, Leonhard Euler, Joseph-Louis
Lagrange, Friedrich Gauss, entre outros. Contudo, embora antes ja existissem
maquinas de calcular, foi apenas com a construcdo dos primeiros computadores
eletromecanicos na década de 1940, que os cientistas e engenheiros fizeram com
gue os métodos numéricos computacionais tivessem maiores alcances [1].

Com essa revolucdo dos computadores, as contribuicbes dos métodos
numéricos sao incalculaveis, porquanto concernem ferramentas extremamente
poderosas na resolucdo de problemas, ndo somente obstaculos computacionais ou

matematicos, mas até educacionais e sociais, como escreve Bassanezi:

(...) elas constituem um meio educacional auxiliar para apoiar a
aprendizagem dos alunos e permitem criar situacdes de aprendizagem
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estimulante. E outra maneira de buscar e viabilizar a constru¢do do
conhecimento, de maneira mais autbnoma e independente, em um novo
ambiente, onde 0os movimentos e as interacdes sédo diferentes e obedecem
a modelos. Além disso, abrem um novo leque de possibilidades em funcao
das inumeras simulacdes que podem ser realizadas e dos questionamentos
que podem ser estabelecidos [5].

Uma aplicabilidade dos métodos numeéricos é a resolucdo de equacbes
diferenciais, sendo essas equacgOes caraterizadas por terem fun¢cdes que aparecem
na equacao sob a forma das respectivas derivadas. Essas equacdes tem um papel
estrutural na fisica, uma vez que as equacdes que descrevem a natureza a0 NOSSO
redor ou sao trivialmente simples ou sdo impossiveis de serem resolvidas
analiticamente [6].

Construido por volta de 1900 pelos matematicos Carl David Tolmé Runge e
Martin Wilhelm Kutta, o método de Runge-Kutta é aplicado na resolucdo de
equacdes diferenciais de primeira ordem que portam valor inicial. No contexto dos
sistemas nao-lineares, isto é, a natureza evolui no tempo com um comportamento
instavel e aperidodico, o método promove resultados aproximados do real que
frequentemente ndo sdo encontrados de maneira analitica. O objetivo do trabalho é
solucionar problemas em sistemas mecanicos néao-lineares utilizando a descricéo
analitica e numérica, em especial, decifrar o péndulo simples ndo-linear. Para tal fim,
dispomos de exemplos do livro Dinamica Classica de Particulas e Sistemas, escrito

pelos autores Stephen Thornton e Jerry Marion [7], e do software Mathematica®.



13

2 METODOS DE RUNGE-KUTTA

Os métodos numéricos de Runge-Kutta (RK) pertencem ao grupo de métodos
iterativos, isto é, trata-se de uma técnica que concebe uma sequéncia de solucdes
aproximadas que vao melhorando conforme iteragbes s&do desempenhadas. O
método de RK €& possivelmente um dos meétodos mais populares, e o de quarta
ordem é um dos mais usados para obter solu¢des aproximadas de valor inicial. Cada
método de Runge-Kutta compde-se em comparar um polindmio de Taylor apropriado
para eliminar o calculo das derivadas, fazendo-se varias avaliagdes da funcédo a
cada passo [8].

Os métodos de RK sao aplicados para aproximar numericamente a solugcao
exata de uma equacdao diferencial ordinaria pelos n primeiros termos da expanséo
em série de Taylor, transporta a concepcédo de aproveitar o melhor do método de
Euler e retém as seguintes propriedades:

. S&o métodos de passo Unico;
II. N&o calculam qualquer derivada de f(x,y), em lugar disso, calculam a
derivada dessa fungcéo em varios pontos;
[ll.  Os métodos de Runge-Kutta sdo similares a expansdo dos polinbmios de

Taylor, onde se dao os nomes dos graus. Na nossa definicao:

fx) = f(a) + fll(la) x—a)+ f"z('a) (x—a)? + -
f’;(a) | D
+—— G -a"
n.

de modo que, a equacao (1) € a série de Taylor da funcdo f em torno de a. Em

termos de somatorio, ficara:

foo= Y W apn @

n!

Olhando a série e realcando nossa mente aos métodos de Runge-Kutta,
veremos que (x —a) representa 0 passo h e n € 0 k que estabelece as inclinacbes
das nossas retas nos métodos. Descreveremos com mais detalhe o Runge-Kutta de
ordem 1 e 2, sendo esses métodos semelhantes ao de Euler; como também, o
Runge-Kutta de ordem 4, de modo que, esse ultimo foi o que utilizamos nesse

trabalho. Nosso objetivo também é mostrar o trabalho com o algoritmo desenvolvido
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(APENDICE B, C, D e G), o formalismo matemético do método pode ser encontrado

nas referéncias [9], [10] e [11].

2.1 Runge-Kutta de Primeira Ordem (RK-1)

O método de RK-1 é caraterizado pela realizacdo de substituicbes na
expanséao de Taylor:

f’(xlnl, yn) h+ f” (xzrr Yn) hz + 0(h4), (3)

onde y,,, € obtido a partir do valor inicial y,, ciente que a derivada € aplicada no

Yn+1 = Yn +

ponto (x,,y,). Para k; = n = 1, teremos:

Yne1 = Yn T hf,(xn: Yn):
ou (4)

Yn+1 = Yn + hky;
sendo (4) também o método de Euler [12] e [11].

2.2 Runge-Kutta de Segunda Ordem (RK-2)

Conhecido também como método de Euler melhorado [13], o0 método de

Runge-Kutta (RK-2) caracteriza-se da seguinte forma:

ki = hf(xnl Yn); (5)
h k

ke = hf (0 +3 90 +5); ©)
2 2

Yn+1 = Yn t+ ko (7)

E importante comentarmos que a ordem do método aponta o nimero de
pontos usados em um subintervalo para designar o valor da inclinacdo, isto significa
gue, o RK-2 utiliza a inclinacdo em dois pontos, o método RK-3 emprega trés pontos
e 0 RK-4 tera quatro pontos [14].

Observando (6) e (7), tem erro menor em comparacdo ao RK-1, isso por que
h é diminuido pela metade e a derivada é calculada em outro ponto. Assim, RK-2
tem uma aproximag¢ao maior da solucédo exata comparado com RK-1. Graficamente,

teremos:
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Gréfico 1- Exposicdo Geométrica do RK-2

__'___.._.--""-".L‘“ z+h
1 L 1 i +
. - £
hia h'e *
Fonte: [15]

2.3 Runge-Kutta de Quarta Ordem (RK-4)

Esse é o método que usaremos para solucionar de forma numérica 0s
problemas ligados ao péndulo simples. Usando o mesmo procedimento aplicado

para calcular RK-2, a formulacéo geral de RK-4 é:
k, ks k
22t ®)

k
_1_|___|__

yn+1:)/n+6 3 3 6'

nos quais k; e k, sabemos do RK-2, enquanto
b = (204 590+ ), ©
k, = hf(x, + h,y, + k3). (10)
Em termos geomeétricos, podemos observar no Grafico 2, que cada uma das
retas sdo dadas pelas inclinagbes k; (comeco do intervalo), k, (vetor verde), ks

(vetor preto) e k, (vetor amarelo), que tem como objetivo fazer a estimativa do valor

no ponto y, considerando como ponto de partida x e h [15].
No Grafico 3, temos o vetor resultante de todas as inclinacdes (vermelho).

Olhando sua projecdo, é nitida sua aproximacdo da solucdo exata analitica,

comprovando como é pequeno o erro de RK-4.
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Gréfico 2- Exposicdo Geométrica do RK-4

’
'’
’
’
’
’
’
’
’

& A A A
L 2 ®* 9 Z
h/2 h/2
Fonte: [15]

Graéfico 3- Exposicdo Geométrica de RK-4

T ¢
s

Fonte: [15]
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3 MOVIMENTO HARMONICO SIMPLES (M. H. S.)

O MHS é um movimento periodico (reaparece em intervalos regulares) que
acontece quando um corpo afastado da posicao de equilibrio retorna a posicéo
inicial devido a uma forca restauradora [16].

Descrevemos o MHS com base nas grandezas periodo (tempo necessario
para que um movimento realizado por um corpo volte a se repetir) e frequéncia
(nimero de ocorréncias de um evento em um determinado intervalo de tempo),
sendo elas grandezas fisicas escalares que se relacionam com a rotacédo de objetos
gue executam movimentos circulares ou com a producdo de ondas, através de
funcdes horarias do movimento [17]. Alguns exemplos de MHS sdo o péndulo
simples e o oscilador massa-mola. Nesse primeiro momento, as equacfes seréao

encontradas por meio do oscilador harmonico.

3.1 Oscilador Harménico Unidimensional

Vejamos um sistema massa-mola (figura 1) que obedeca a Lei de Hooke
(F = —kx), onde (F) é a forca aplicada sobre o corpo preso a uma mola, (k) é
constante elastica e (x) a deformacéo sofrida. Supondo que a resultante das forcas
gue atuam na massa € a forca restauradora da mola, utilizaremos a segunda Lei de
Newton (F. = mi), onde (F.) é a forga resultante, (m) a massa e i a aceleragao.

Assim sendo, nossa expressao ficara:

Figura 1- Oscilador Harménico Linear Simples

X x=10 +Xx

Fonte: [18].

k
F=—kx=mi: ¥+—x=0. (11)
m
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k
Chamando — = wy?,

X+ wolx =0, (12)
sendo que (12) estd contida no conjunto de equacdes diferenciais lineares
homogéneas de coeficientes constantes de segunda ordem. Enxergamos que a
funcdo exponencial e* tem a propriedade de que suas derivadas sdo todas

constantes multiplicadas por si préprias. Isto nos faz considerar a funcao

x(t) = Ae*t, (13)
como uma possivel solucdo para a equacao (12), [19]; as constante A e @ iremos

determinar a partir das condi¢des iniciais. Derivando duas vezes a solugao, teremos:

d?x
— = Aa?e™, 14
dtZ a-e ( )
Aplicando (13) e (14) na equacdo do MHS (12), temos que:
Aa?e® + wy2Ae* = 0. (15)

A Unica forma da equacgéo acima se anular sera quando:

a?+we> =0 a%= —wy%;
{ a = tiw,. (16)
A solucéo da (15) sera:
x(t) = Ajeti®ot 4 A,e~iwol, (17)
Redefinindo A, e A, a partir das constantes X,, e ¢:
1
Al EXMe-I-l(p,
‘ (18)
A2 —_ EXMe—l(p’
substituindo,
x(t) = %XMe”(“’O”‘P) + %XMe‘i(“’Ot+(”). (19)
Lembrando-se da férmula de potenciacdo de De Moivre, sabemos que:
{ei9=c050+isin9; (20)
e”% = cosf —isin0;
somando, teremos:
_ _ el + p—if
e +e7 =2cos6 - cosh = — (21)

Portanto, a equacéo (19) ficaré:
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x(t) = Xy cos(wot + @). (22)

Derivando em relagéo ao tempo (22), teremos a equacao da velocidade:
v(t) = —weXy sin(wyt + @). (23)

E derivando novamente em relagéo ao tempo (23) teremos a aceleragao:
a(t) = —wy?Xy cos(wet + @) = —wo2x(t). (24)
As equacdes posicéo (22), velocidade (23) e aceleracao (24), séo equacoes
gerais do MHS. Elas sao essenciais para o entendimento dos problemas envolvendo
oscilador massa-mola e especificamente para nossos estudos do péndulo simples.

3.2 Péndulo Simples

Um péndulo é um sistema composto por uma massa ligada a um pivo que
permite sua movimentagéo livremente. A massa fica submetida a forga restauradora
causada pela gravidade [20]. Vamos estudar o péndulo simples, sendo este formado
por uma massa presa a um fio flexivel e inextensivel em uma de suas extremidades

e livre por outra, vejamos a Figura 2:

Figura 2- Péndulo Simples

Fonte: [20]

Quando deslocamos a massa da posicéo de repouso e a soltamos, o péndulo
efetua oscilagbes. Ao desconsiderarmos a resisténcia do ar, as Unicas forcas que
agem sobre o péndulo sédo a tensdo com o fio e 0o peso da massa [20]. Portanto,

observando a Figura 3:
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Figura 3- Diagrama de Forcas

P.cos8/ /
4

,.ij

Fonte: [20]

enxergamos que a resultante entre a forca peso (P) e a forca de tragdo(T) é uma
forca centripeta (F,,), por isso que o movimento € curvilineo.
A forca peso pode ser decomposta em componentes tangencial a trajetéria e radial;
enquanto a forca de tensdo € dirigida radialmente. A oscilacdo se deve a
componente tangencial, sendo a forca restauradora (contraria ao vetor
deslocamento) descrita pela equacéao:
F,y = — P.senf = —mgsene. (25)
Da geometria euclidiana, o quociente do arco descrito pelo angulo é x e o raio

de aplicacéo (Figura 2) é dado por [; portanto:
0 = -. (26)
Substituindo em (25),

F,y = —mg.sen (?) (27)

Olhando para (27), vemos que a forca ndo € proporcional a elongacao e sim
ao seno dela. Por consequéncia ndo se trata de um MHS, pois néo esta de acordo,
por exemplo, com a equacao (24). No entanto, para angulos pequenos de oscilacéo,
o resultado do seno do angulo é aproximadamente igual a este angulo [20]. Sendo

assim,
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sen(0) = 0 = %; (28)
F,y = —P. (;) = —mg (%) (29)

Como m, g e | sdo constantes, podemos agrupa-los em uma Unica constante (k) e
deixar nossa equacao da seguinte forma:

F = —kx, (30)
e concluimos que para pequenas oscilacdes, a forca é proporcional a elongacéo,
tratando-se de um MHS. Chegando a esse concluimento, desejamos agora chegar a

equacdao para o periodo. Para o comego, vamos unir as equagodes (24) e (27):

—mg.sen G) = m[—wy?x(t)]; (31)
g.sen G) = wyx. (32)
Logo,
x g
g7= wozx ﬂwoz ZT (33)

A frequéncia angular do movimento oscilatério € dada por

21
- 34
W= (34)
substituindo em (33),
2m\ 2 g
) =2 35
) =% @)
Expressando em termos de raiz quadrada:
21 g
= £ 36
(7) = )

Por fim, como queriamos demostrar:

T = Zn\/z, (37)
g

gue é o nosso periodo do péndulo simples.
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4 ESPACO DE FASE NA MECANICA CLASSICA

O sistema do péndulo simples comentado anteriormente sera estudado no
espaco de fase, que € determinado como 0 espaco construido pelas posicdes
generalizadas e seus momentos conjugados correspondentes. Aglutina-se no
contexto da mecénica lagrangiana e a mecanica hamiltoniana [7]. Falando um pouco
sobre as duas mecanicas, a primeira associa a conservacao de energia mecanica
com a conservagao do momento linear de um determinado sistema dinamico [21]. A
segunda é empregada em sistemas conservativos nos quais ha alternancia periodica
entre energia cinética e energia potencial: uma bola quicando ou um péndulo. Além
do mais, sdo usadas em sistemas mais complexos, por exemplo: orbitas planetarias
e mecanica quantica [22]. A mecéanica hamiltoniana, assim como a lagrangeana, é
capacitada em estudar e analisar sistemas mais complexos que a mecanica de
Newton [7].

Por fim, quando estudamos o espaco de fase na mecéanica classica,
compreendemos a existéncia de trajetérias que representam a evolucdo temporal

dos sistemas por meio de suas variaveis, posicado e momento, comentado acima.
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5 SISTEMAS NAO-LINEARES

Nesta sec¢do, estudaremos sobre sistemas nao-lineares, sendo eles vistos e
descritos quando todas as suas configura¢cdes nao apresentam um unico sentido.
Caracteriza-se por apresentar diversos caminhos e fornece multiplos finais.

Sistemas ndo-lineares estdo relacionados aos sistemas complexos [23], no
qual, um sistema complexo, basicamente é composto por muitos elementos e
apresentam comportamentos supostamente aleatérios, isto significa que ndo séo
explicados observando apenas suas propriedades gerais, mas que na realidade

realiza-se a partir das interagdes dos seus constituintes [24].

5.1 Oscilagdes Amortecidas

Acompanhando o péndulo simples, desconsideramos, a titulo de exemplo, os
efeitos do ar. Sendo assim, o movimento representado € intitulado como oscilagéo
livre, ou seja, seu movimento nunca cessara. Esse fato reduz a fisica real, em que
as forcas de dissipacédo ou atrito irdo amortecer o movimento até o ponto no qual
nao ocorrerdo mais oscilagcdes. Podemos estudar esse tipo de movimento para o
caso do oscilador harménico [7].

Podemos explorar o movimento adicionando na equacéo diferencial um termo
representativo da forca de amortecimento. Nao aparenta ser logico que a forca de
amortecimento deva, em geral, depender do deslocamento, mas ela encaixaria ser
uma funcéo da velocidade, ou de alguma derivada temporal do deslocamento de
ordem mais alta. Constantemente, conceitua-se a premissa de que a forca € uma
funcao linear da velocidade vetorial, F; = av. Aqui também, serdo estudadas apenas
oscilagbes amortecidas unidimensionais, de modo que podemos caracterizar 0
termo de amortecimento por —bx. [7].

Dessa maneira, se tivermos uma particula de massa m movimentando-se por
conta da combinacédo de uma forca de restauracao linear - kx e uma forca resistiva
—bx, considerando a segunda lei de Newton, a equacéo diferencial que detalha o
movimento é:

mX + bx + kx = 0. (38)

Podemos escrever essa equagao da seguinte forma:
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¥+ 2Bx + wix = 0. (39)
Nesta equacdo, f =b/2m é o parametro de amortecimento e w, = Jld_m € a
frequéncia angular caracteristica na auséncia de amortecimento. Se a gente
substituir esses valores na (39) e multiplicarmos ambos os lados da equagao por m,
voltamos a (38).
A solucao geral da equacéo (39) sera (veja a equacio A.5, APENDICE A):

2_,.2 _ 2_ .42
x(t) = e Pt lAle p w°t+A2e N wotl, (40)

tendo como raizes da equacao auxiliar:

{(7’1 =-p+ /ﬁz — wg;

Vz =-p— |B?— w§.

(41)

Como caso particular da equacéo (38), se b for igual a zero, chegaremos a
equacao (12).
Existem trés casos possiveis em oscilacbes amortecidas:
|.  Subamortecimento: wZ > f?;
Il.  Amortecimento critico: w3 = pZ;
lll.  Sobreamortecimento: w3 < B2.
O movimento dos trés casos € apresentando esquematicamente abaixo no Grafico 4
para condicdes iniciais especificas.

Gréfico 4- Trés Casos de Amortecimento.

Subamortecimento. ¥ <uw?

Amortecimento critico, 82 =w 2

Sobreamortecimento, 2 >w g

Fonte: [7]
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5.1.1Movimento Criticamente Amortecido
O caso de amortecimento critico ocorre quando w3 = B%. As raizes da
equacdao auxiliar (41) séo entdo iguais e a fungdo x (40) sera:
x(t) = (A + Bt)e P, (42)
Podemos conferir a representacédo no Grafico 4, que nos mostra que para um
conjunto de condi¢des iniciais, um oscilador criticamente amortecido chegara
proximo ao equilibrio mais rapido do que um oscilador sobreamortecido ou

subamortecido [7].

5.2 Péndulo Criticamente Amortecido

Nesse contexto de oscilagbes amortecidas, um sistema que obedece a
equacao (42) € o péndulo criticamente amortecido, problema 3.3 do livro: Dinamica
Classica de Particulas e Sistemas [7]. A questdo pedia para que consideremos um
péndulo de comprimento [ e um prumo de massa m em sua extremidade se
movendo em 6leo com 8 decrescente. O prumo pesado efetua pequenas oscilagdes,

porém o Oleo retarda o movimento do prumo com forca resistiva proporcional a
velocidade com E, ., = Zm\/% (16). O prumo € inicialmente puxado para tras em t = 0

com 6(0)=a e 6(0)=0. Logo, o enunciado pedia para que determinasse o

deslocamento angular 8(t) e a velocidade 6(t) como funcéo do tempo. E por fim,

gue desenhasse o diagrama de fase se % =10s"'e a = 10 ?rad.
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Figura 4- Péndulo do Exemplo 3.3

i,\:r:r.'.rg sen 6

Fonte: [7]

Em primeiro momento, precisamos saber que o0 movimento oscilatorio
acontece em decorréncia da acdo das forcas peso e tracdo, exercida por um fio. A
gravidade produz a forca de restauracao:

p: = fr =mgsinb. (43)
A segunda lei de Newton se torna,

mll = —f, + Freg;
mlf = —mg sinf — Zm\/? (16).

Procuramos resolver a equacao (44) de forma analitica no Mathematica®, mas

(44)

o software ndo obteve éxito. Sendo assim, embora os métodos de Runge-Kutta
sejam usuais para as solucdes de equacdes diferenciais ordinarias de primeira
ordem, conseguimos solucionar a equacéo utilizando o método numérico. O codigo-
fonte esta no (APENDICE B) e o grafico com caracteristica subamortecido pode ser

conferido abaixo:
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Gréfico 5- Diagrama de Fase da Equagéo 44

Fonte: autoria propria

Utilizando a equacéo (44) para pequenas oscilacdes, usaremos (28) e teremos:

mlf = —mg6 — Zm\/% (16); (45)

160+ g6 + 2\@(19) = 0. (46)

Dividindo ambos os lados da equacéao por :
é+2ﬁ(é)+%e=0. (47)

A comparacdo desta equacdo com a (39) revela que
w3 = g/l, e B? = g/l. Portanto, w3 = % e o péndulo sera criticamente amortecido.
Apos ser puxado inicialmente para tras e liberado, o péndulo acelera e, a seguir,
desacelera a medida que 6 se aproxima de zero. O péndulo se move somente em
uma direcdo a medida que retorna a sua posicao de equilibrio.

A solucédo da equacéo (47) € a (42). Podemos determinar os valores de A e B,

substituindo as variaveis da (47) na (42) utilizando as condicdes iniciais. Valor de A

sera:
0(t) = (A + Bt)e Pt; (48)
0(0) = (A+ B.0)e B9,
{ 000)=A=a. (49)

Para o valor de B, derivamos a equacéo (48):
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6(t) = Ae Pt(—p) + Be Pt + Bte Pt(—p); (50)
6(t) = Be Bt — B(A + Bt)e P, (51)
Precisaremos dos valores 8 = 0 segundo o enunciado, e A = a conforme vimos na
equacao (49). Assim,
6(0)=B— BA=0; (52)
B = BA = fa. (53)
A equacao (48) ficara:
0(t) = (a + Bat)e Pt= a(1 + pt)eFt, (54)

e nosso deslocamento angular em funcéo do tempo sera:

0(t) = a (1 + \/%:) e‘ﬁ‘”. (55)

E para encontrarmos a velocidade angular em funcdo do tempo, basta derivarmos a

equacao (55):

0(t) = ae_\[%t<—\/%>+a\/% e_ﬁt+aﬁt6_ﬁt<—ﬁ>; (56)
g

(t) = — a%te_\/;t. (57)
Grafico 6- Diagrama de Fase do Exemplo 3.3
8
{rad/s)
0,05 +

1 | 3
0 0.005 0.01 (rad)

-0,05

Fonte: [7]
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Logo apOs chegarmos a equacdo que descreve os caminhos de fase em
termos de fungdo exponencial, utilizamos no software Mathematica® o cédigo-fonte
(APENDICE C), sendo o mesmo definido aplicando as equacées bases do RK-4. O
alvo foi encontrar o mesmo caminho de fase da equacéao (57), descrito na literatura,
com a aplicagdo do método numérico. Para mais, geramos o Grafico 7 no software
para certificar os caminhos de fase da equacao, como também sua semelhanga com

a Gréfico 6.

Gréfico 7- Diagrama de Fase do Exemplo 3.3

= o

0.0092 0.0094 0.0096 0.0098 0.0J00

Fonte: autoria propria

5.3 Péndulo Nao-Linear

Na secao anterior, analisamos um péndulo com amortecimento. Iremos agora
examinar o movimento do péndulo nao-linear sem aproximacdo do seno com o
angulo (28). O objetivo é mostrar que as solucdes de certos problemas néo-lineares
podem ser expressas na forma fechada por integrais elipticas. Vejamos na Figura 5
uma particula de massa m restrita por uma barra sem peso, sem extensao para

mover em um circulo vertical de raio [:



Figura 5- Péndulo Plano

AN

i)

Fonte: [7]
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O péndulo plano onde a massa m nao € necessaria para oscilar em pequenos

angulos. O angulo 8 > 0 estad na direcdo anti-horaria de forma que 6, < 0. Para

obtermos a equacg&o do movimento, iremos equacionar o torque (r) igualando seus

valores: produto da for¢a (F) e o raio (1), igualmente para o produto de aceleragéo

angular (9 ) e a inércia (I) de rotag&o sobre 0 eixo:

16 = IF;
I =ml%F = —mgsinf; wy? = %.
Logo,
ml?0 = —lmg sin 6 ;
16 = —gsing;

6 + wy?sin@ = 0.

(58)
(59)

(60)
(61)
(62)

Se a amplitude do movimento for pequena, assim como no oscilador

harmoénico simples, usaremos a equacao (28). Portanto,
6 + wy%6 = 0.

Semelhantemente a equacao (37), o periodo sera:

(63)
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(64)

Desejando obter o resultado geral para o periodo no caso da amplitude ser

finita, como o sistema é conservador, podemos dizer que:

T + U = E = Constante,

onde (T) é a Energia Cinética, (U) Energia Potencial e (E) Energia Mecanica.

(65)

Considerando o zero da energia potencial como 0 menor ponto no caminho circular

descrito pelo peso do péndulo, ou seja, 8 = 0 como podemos ver no Gréfico 8:

Gréfico 8- Potencial

U(e)

T T T

-n 0 b3

Fonte: [7]

As energias cinética e potencial podem ser apresentadas como:

1 1 .
= — 2:— 2g2.
T ZIw 2ml9,

U =mgl(1— cos0).
Deixando 8 = 6, no ponto mais alto do movimento,
T(6 = 6,) = 0;
U@ =6, =mgl(1—-cosb,) =E.
Utilizando a identidade trigonométrica,

0
cos 0 = 1 — 2sin? (§>,

percebemos que:

(66)

(67)

(68)
(69)

(70)
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0
E = 2mglsin? (70), (71)

(0
U = 2mglsin (E) (72)

Expressando T = E — U:
1. 0, 9

Zmi202 — 2 (20 _ oin2 (Z)]- 73
2ml 2] ngl[sm (2> sin (2)], (73)

logo,
1

6 = 2\/% [sin2 (%) — sin? (g)]z (74)
Esta equacéo fornece a relacdo 6 = 6(6), permitindo a construcdo do diagrama de
fase para o péndulo plano, Gréfico 10.
Resolvemos a equagcéo (74) aplicando RK-4 (APENDICE D), e alcangamos 0

seguinte grafico:

Gréfico 9- Diagrama de Fase da Equacéo 74

Fonte: autoria prépria

Derivando (74) em relagédo ao tempo,

o=t [ () e )] o =
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Integrando (75), encontraremos o periodo. Recordando que se trata de um

movimento simétrico, entdo a integracdo do lado esquerdo da equacdo dentro do

. ] T
intervalo 6 = 0 e 8 = 6, produz um periodo de " Desta forma,

T = 2\/% f:o [sin2 (%) — sin? (g)]_% as. (76)

Acima, temos uma integral eliptica de primeiro grau. Para visualizarmos com

maior clareza, aplicaremos 0 método da substitui¢ao:

. (0
L sin (7) _ -
(@
Sin 7)
cos(§)
dz = do; (78)
6o
2 sin (7)
6
k = sin (%’) (79)
Fazendo uma modelagem:
6
sin? (5 0 0
—(Z)Sin2 (—0> =1 — cos? (—); (80)
-, (90) 2 2
Sin 7
21,2 2 9
7z%k? =1 —cos 5); (81)
6
V1 —22%k? = cos (E) (82)
Entao,
1 _ 2k2
dz=——2" 49 (83)
2k
Portanto:
1
T =2 if [k2 — szZ]‘%ﬂ; (84)
g Jo V1 — z2k?

Lt kdz
g \/;fo VE2(1 = z2) V1 = z%k? ©
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T =4 \P f [(1 - 22)(1 — 22k?)]"2dz. (86)
g Jo

Para o movimento oscilatério resultar |6, <m ou, semelhantemente,

1
sin (%) =k, onde —1 < k < 1. Podemos expandir (1 — z2k?) "z na seguinte série:

1 kZ 2 3k4 4
(1-22k) 2 =1+— b " (87)
2 8
veja (APENDICE E, equagéo E.2).
Desta forma, a nossa expressao para o periodo ficara:
l 1 d k2 2 3k4 4
T=4—f z 1l1+ S 88)
9 Jy (1—22)2 2 8

Resolvendo gradativamente (veja APENDICE F, equacdo F.3) a equacdo (88),

descobrimos que o periodo sera:
s k217r 3k*3m
S i 89
f[ 2227 882" l (89)
lm [ k? 9k*
_a |t _ i ST 90
T 4\gzl1 27r\/;ll+4+64+ l (90)

Se |k| for grande (isto &, pr6ximo a 1), serdo necessarios muitos termos para

produzir um resultado razoavelmente preciso. Mas, para k pequeno, a expansao
converge rapidamente.

Em conformidade com [7], uma vez que

k = sin (%), (91)

= (3)- (&) 2

O resultado, correto para quarta ordem, é:

entao

, 11
_ s 93
T =2m [1+1690+307290+ ] (93)

Sendo assim, embora o péndulo plano néo seja is6crono (intervalos de tempo
iguais), € aproximadamente para pequenas amplitudes de oscilagdo. Essa

descoberta foi feita por Galileu na catedral de Pisa em 1581. A expressao para o
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periodo de pequenas oscilacbes foi apresentada por Christiaan Huygens em 1673.
Oscilag®es finitas foram averiguadas primeiro por Euler em 1736 [7].

O 6, da equacdo (71) especifica a energia total. Se 6, e 6 forem angulos
pequenos, a equacao (74) ter4 a seguinte estrutura:

62 = 4%(002 — 62) (94)

2

l .
\E@ + 62 = 6,2 (95)

Sejam as coordenadas do plano de fase 6 e 6 /V(g/l), observamos que os
caminhos de fase proximos a 6 = 0 serdo aproximadamente circulos. Este resultado
€ aguardado, porque para 6, pequeno, a movimentacdo € muito proxima ao do
movimento harmaonico simples.

Na regido —m < 6 < m, onde podemos ver também que E < 2mgl = E,, trata-
se de um sistema de curvas fechadas que sdo dadas pela equacéo (74); além disso,
essa parte é semelhante ao da particula limitada no poco potencial, como podemos
conferir no Grafico 8.

Para sistemas em que a energia total ultrapassa E,, 0 movimento ndo € mais
oscilatorio, apesar de ainda ser periodico. Esta situacéo significa que o péndulo esta
efetuando revolugdes completas sobre seu eixo.

Outra carateristica é que 0 nosso potencial é periddico, iSSO nos mostra que
teremos o0 mesmo caminho de fase, por exemplo, para as regides © < 6 < 3m,
—3m < 6 < —m etc. Sobre o eixo 6 , temos os pontos (..,—2m, 0,2m,...) que Sao
momentos de equilibrio estavel, cujos pontos séo os responsaveis de conduzir todas
as outras trajetorias.

Frequentemente, o diagrama € representado somente para um ciclo
completo, ou seja, no intervalo de —m < 8 < m; por isso, que no Grafico 10 temos
linhas pontilhadas sobre os angulos —m e .

Considerando que a energia total € E,, 0 6, = +m na equacéo (71); sendo assim, a

6= iZﬁcos (g) (96)

Logo, os caminhos de fase seréo funcdes cossenoidais.

equacao (74) ficara:
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Gréfico 10- Diagrama de Fase para o Péndulo Plano

a4 ]-:1:..

|
¢<

— — o e —

/N

—

[
I
|
|
|

Equilibrio estivel Equilibrio instivel
Fonte: [7]

A equacdao (96) representa uma equacao diferencial de primeira ordem, que
descreve os caminhos de fase em termos de funcdes cossenoidais. Resolver de
forma analitica € um caminho arduo, por isso, utilizamos no software Mathematica®
o codigo-fonte (APENDICE G), sendo o mesmo definido empregando as equacdes
bases do RK-4. O objetivo foi encontrar o mesmo caminho de fase demostrado na
literatura, com a aplicacdo do método numeérico. Para mais, geramos o Grafico 11 no
software para constatar os caminhos de fase da equacdo citada acima, como

também sua semelhanca com o Grafico 10.



Gréfico 11- Diagrama de Fase para o Péndulo Plano

Fonte: autoria prépria
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6 CONCLUSAO

Fazendo uso do software Mathematica® foi possivel aplicar o método
numérico de Runge-Kutta de quarta ordem (RK-4) para problemas do péndulo
simples ndo-linear. Apreciamos por meio dos graficos que o método RK-4 € mais
eficaz em relacdo aos outros de ordem menor (RK-1 e RK-2), chegando a valores
muito préximos do real, destacando-se também principalmente nos resultados
graficos gerados pelo software, exibindo a eficacia do método na solucdo de
equacodes diferenciais de primeira ordem.

Com éxito nos resultados, contribuimos em expor que a maior parte dos
problemas fisicos sédo complexos e envolvem fenémenos néo-lineares, sendo usual
encontrar-se numa situacdo em que 0s conhecimentos matematicos ndo séo
suficientes para a descoberta de uma solugcédo exata. Sendo assim, despertamos a
concepcao de que existem situacdes em que € mais adequado um método numérico
ao meétodo analitico, ainda que este exista, a titulo de exemplo, se a solugcédo para
um problema envolver muitos célculos. Além do mais, mostramos a importancia do
Mathematica® nas suas expressdes algébricas, resolucdes dos calculos numéricos e
geracao de graficos.

O trabalho limitou-se na aplicacdo do método Runge-Kutta de quarta ordem,
como também resolveu apenas o problema do péndulo simples nao-linear com
condicbes especificas, reconhecendo que existem inimeras outras areas de
aplicacdo na natureza. Portanto, possiveis aplicacdes do método podem ser feitas
em problemas que envolvem, por exemplo, o oscilador harménico ndo-linear, lei do
resfriamento de Newton, aplicacdo do método em sistemas mecanicos no espaco de
fase etc. O método também se expande no desenvolvimento de trabalhos na area
de engenharia e em programas de pds-graduacdo em fisica, quimica etc.

O estudo foi desenvolvido de forma dialogada com o orientador, leitura de
artigos, trabalhos de conclusdo de cursos, dissertacdes etc. Ao longo do processo,
sempre o objetivo foi fornecer informacdes verdadeiras e pautadas no conhecimento

da comunidade cientifica.
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APENDICE A- PROCESSO DE CONSTRUCAO DA EQUACAO 41

Comecamos com a equacgdo (39), que é a equacdo diferencial que detalha o

movimento de oscilagdes amortecidas:

¥+ 2Bx + wix = 0.
Por razGes semelhantes a equacédo (12), iremos considerar a funcdo x(t) = e%

como uma possivel solucdo para a equacdo. Substituindo e** na equacao:
(e + 2B(e™) + wi(e™) = 0;
rle’™ + Zﬁ(ré”) + w3(e™) = 0;
e (r? + 2pr + w3) = 0;
A= (28)* — 4(Dw};

A= 482 — 4w?;

-2B + /4,82 — 4w},
{(rl =—f+ /ﬁz - wg;

Vz =—p - |B*— wf.

(A1)

Assim sendo, teremos x; € x,:

X = ent = (oorlret)e (A-2)

)

X, = pT2t — e(‘ﬁ— /BZ_w(%)t. (A3)

Tomando a combinacao linear das duas solucgoes:

x(t) = A1e<_ﬂ+‘/m>t +

-B- ﬁ’z—w2>t
Aze< ° ;

(A.4)

2_ 12 - 2_ 12
x(t) = e Bt IAle\JB “ot + Aye P w(’tl. (A.5)
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In[1]:= g=9.81;

In[2]:= 1=1.5;

In[3]:= 0=0.5;

In[4]:= ba=0.5;

In[5]:= a=0;

In[6]:= b=5;

In[7]:= h=0.01;

In[8]:= L=(b-a)/h;

In[9]:= Do[x[n]=n*h,{n,0,L}]

y[0]=a;

z[0]=0;

FIx_y .,z ]=z;

G[x_,y_,z_]= -(a/M)Sin[y]-ba/l z;
Do[{

k1=h*F[x[n],y[n],z[n]],
t1=h*G[x[n].y[n],z[n]],
k2=h*F[x[n]+h/2,y[n]+k1/2,z[n]+k1/2],
t2=h*G[x[n]+h/2,y[n]+t1/2,z[n]+t1/2],
k3=h*F[x[n]+h/2,y[n]+k2/2,z[n]+k2/2],
t3=h*G[x[n]+h/2,y[n]+t2/2,z[n]+12/2],
k4=h*F[x[n]+h,y[n]+k3,z[n]+k3],
t4=h*G[x[n]+h,y[n]+t3,z[n]+t3],
y[n+1]=y[n]+(k1/6+k2/3+k3/3+k4/6),
z[n+1]=z[n]+(t1/6+t2/3+t3/3+14/6)},
{n,O,L}

In[10]:= Grafico2=ListLinePlot[{Table[{x[n],y[n]},{n,0,L}]}, AxesLabel — {x,y}]
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APENDICE C- CODIGO DO PENDULO COM AMORTECIMENTO
In[1]:= g=9.81;

In[2]:=1=1;

In[3]:= a=10"2;

In[4]:= a=0;

In[5]:= b=10;

In[6]:= h=0.01;

In[7]:= L=(b-a)/h;

In[8]:= B[0]=q;

In[9]:= F[0]=0;

In[10]:= F[t_,0_]=((-a g)/It e~ "%,
In[11]:= Dol[t[n]=n*h,{n, O,L}]

In[12]:= Dol[{

k1=h*F[t[n],8[n]],
k2=h*F[t[n]+h/2,8[n]+k1/2],
k3=h*F[t[n]+h/2,8[n]+k2/2],
k4=h*F[t[n]+h,8[n]+k3],
B[n+1]=0[n]+(k1/6+k2/3+k3/3+k4/6)},
{n,0,L}]

In[13]:= ListLinePlot[{Table[{8[n],((-a*g)/)t[n] e~ %M} {n, 0,L/10}]}, AxesLabel - {8, 6}]
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In[1]:= g=9.81;
In[2]:=1=1.5;
In[3]:= a=0;
In[4]:= b=5;
In[5]:= h=0.01;
In[6]:= L=(b-a)/h;
IN[7]:= yo=TT;

In[8]:= cl= Zﬁ;

2
In[9]:= c2=sin [yz_o] ;
In[10]:= (* Condig&o inicial *)
y[0]=0;

F[x_,y_]=c1 /cz — [g]z;

In[11]:= Do[x[n]=n*h,{n,0,L}]

Do[{

k1=h*F[x[n].y[n]],
k2=h*F[x[n]+h/2,y[n]+k1/2],
k3=h*F[x[n]+h/2,y[n]+k2/2],
k4=h*F[x[n]+h,y[n]+k3],
y[n+1]=y[n]+(k1/6+k2/3+k3/3+k4/6)},
{n,0,L}]

In[12]:= ListLinePlot[{Table[{x[n],y[n]},{n,0,L}]}, AxesLabel — {x,y}]
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APENDICE E- DEDUCAO DA EQUACAO 86

) = Zf”(!o) RO S ORI O
n=0

TE] 4 2 (EA)

- z" = f900) + f1(0)z +

fo(z2)=(1- szz)-g L FO>0) = 1

f1(2) = k*z(1 - 22k2)7; F10) =0

f2(z) = 3k*z2(1 - zzkz)‘% +k2(1 — szZ)—%

f2(0) = k?

f3(2) = 6k*z(1 - szZ)-; +15k®z3(1 — z2k2)-% +3k*z(1 — szZ)-g
f20) =0

5 7 9
f*(z) =9%k*(1 — z%2k?)72 + 90k®z?(1 — z%k?)"2 + 105k82*(1 — z%k?) 2

f*(0) = 9k*
Logo,
1 k? 0 9k*
(1-z%%*)"7z=1+ 0'Z+§ZZ +§Z3 +TZ4 + -
UL LA AN (E2)

2+8
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APENDICE F- RESOLUCAO DA EQUACAO 88
T—a 1 jl dz Il_l_kzz2 +3k4z4l
8o (1 zz)% 2 8

1 dz
_— = [ i _1( )]1 =
L (1 _ ZZ)% Sin Z (Fl)

N3

kz 1 ZZdZ )
> —; Zz=sint; dz = costdt
0 (1-22)2

costdt; 1 —sin?(t) = cos?(t)

jg sin?(t)
0o +/1— sin?(t)

j% sin2(t) 1 — cos(2t)
0

costdt; sin?(t) =

v/ cosZ(t) 2

2 2

jg 1-cos(2) 1 1
o 2

L: m
2 in(2t)]2

dt——f 1—cos(2t)dt=§[t—sm( )l
0 0

sin(2t) = 2sin(t) cos(t)

1. sin(2 sin™*(z)) 1.
Elsm 1(z) — > L,

(. 2 sin[sin~1(z)] cos[sin~1(z)])"
E{sm (z) — > }0

%[sin‘1 (z) —zy1— 22]2

k% (Y z2dz _k2111

1 dz 3k*z*] 3k* ('  z%dz
f = f Z = sint; dz = cos tdt
0 0

1 1
(1-z2)z 1 8 8 Jo (1-222
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costdt; 1 — sin?(t) = cos?(t)

J‘g sin*(t)

1 — sin2(t)
z Z 7 (1 - cos(2)\ 7 (1 — cos(2t))?
) ) 2 (1 — cos 2 (1 — cos
j sin*(t)dt =j (sin2(®)"dt =f (—) dt = f ——— dt
0 0 0 2 0 4
71— 2cos2t +cos?(2t) . 1 LA
21— 2cos cos s Z
] dt = —{[t — sin 2t]2 + f cosz(Zt)dt}
0 4 4 0
2 dy (™ dy 1 (™1+ cos(2y)
) cos
j cos?(2t)dt;y = 2t;dt = —y; J cosz(y)—y = —J it 4 dy =
. 2 ), 2~ 2), 2
1 ey’ 1 (2.20)2 (a2
_ sin(2y)|” sin(2.2t)|2 |t = sin(4t
] e e e e T
0 0 0
n n
.[E 1 — 2 cos 2t + cos?(2t) . 3t sin2t N sin(4t)]2
) 4 8 4 32|
Logo,

3k* j‘l z%dz [3 sin~1(z) sin[2sin™1(z)] N sin[4sin~1(2)]]"

_ = _

8 Jo (1- 2293 8 4 32
3k*3m (F.3)

8 82

0



APENDICE G- CODIGO PENDULO SIMPLES NAO-LINEAR

In[1]:=g=9.81;
In[2]:=I=2;
In[3]:=a=0;
In[4]:=b=10;
In[5]:=h=0.01;
In[6]:=L=(b-a)/h;
In[7]:=x[0]=0;
In[8]:=y[0]=0;

In[9]:= Ft_x_]=2=* \E* Cos[x/2];

In[10]:= Gty ] = —2 * \/% * Cos[y/2];

In[11]:=Dol[t[n]=n*h,{n,0,L}]
In[12]:=Do[{

k1=h*F[t[n],x[n]],
k2=h*F[t[n]+h/2,x[n]+k1/2],
k3=h*F[t[n]+h/2,x[n]+k2/2],
k4=h*F[t[n]+h,x[n]+k3],
X[n+1]=x[n]+(k1/6+k2/3+k3/3+k4/6)},
{n.0,L}

In[13]:=DoJt[n]=n*h,{n,0,L}]
In[14]:=Do[{

k1=h*G[t[n].y[n]],
k2=h*GJt[n]+h/2,y[n]+k1/2],
k3=h*GJt[n]+h/2,y[n]+k2/2],
k4=h*GJt[n]+h,y[n]+k3],
y[n+1]=y[n]+(k1/6+k2/3+k3/3+k4/6)},
{n,0,L}]

In[15]:=ListLinePlot[{Table[{-x[n],(2 * \/% * Cos[x[n]/Z])/(\/%)},{n,O,L}],Table[{-

X[N],(=2* [=* Cos[x[n]/2]) / ( [DH{n,0,L}1};
g
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In[16]:=ListLinePlot[{Table[{x[n],( 2 * \/g * Cos[x[n]/2])/(\/%)},{n,O,L}],Table[{x[n],(

~2¢ [E cosfafnl/2)) /( [BHin.0.00
In[17]:=ListLinePlot[{Table[{-xn],( 2 * \/g « Cos[x[n]/2]) / ( \/%)},{n,o,L}],Table[{-

xinl,(=2 + [« Cos[x[nl/21) / ([%)}.{n,0,L}], Table[{x{n].(2 = |* Cos[x[n/2]) /( [9}in
g Y

0,13, Table[{x{n],( =2 » \E «Cos[x[n]/21) /( \/%) 1{n.0,LJ]}, AxesLabel — (6,8 / \/%}]
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