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RESUMO

A monografia em questdo surge das contribui¢des anteriores sobre a formula de Eu-
ler para exponencial complexa, como uma pesquisa bibliografica que visa propiciar um
exame sobre o conteido com um novo enfoque, onde o problema de estudo propde
compreender como a férmula de Euler se relaciona com dreas da Matematica. Sendo
seu objetivo principal analisar a formula de Euler para exponencial em uma varidvel
complexa, visando especificamente apresentar a biografia do matemético Leonhard Eu-
ler e o contexto histérico para o desenvolvimento da férmula de Euler, explicar como
as fungdes trigonométricas e hiperbodlicas se relacionam em uma varidvel complexa e
mostrar a aplicabilidade da férmula de Euler na resolu¢do de Equacdes Diferenciais Or-
dindrias. Cada t6pico desenvolvido abrange a férmula de Euler, para que o leitor possa
contemplar a beleza matemadtica vinculada a ela e entender sua importancia na andlise
complexa que é uma assunto relevante na matemaética pura e aplicada.

Palavras-chave: Férmula de Euler, Funcdes complexas, Leonhard Euler.



ABSTRACT

The monograph in question arises from previous contributions on Euler’s formula for
complex exponentials, such as a bibliographical research that aims to provide an exami-
nation of the content with a new focus, where the study problem proposes to understand
how Euler’s formula relates to areas of Mathematics. Its main objective is to analyze
Euler’s formula for exponential in a complex variable, specifically aiming to present
the biography of the mathematician Leonhard Euler and the historical context for the
development of Euler’s formula, to explain how trigonometric and hyperbolic functi-
ons are related in a complex variable and show the applicability of Euler’s formula in
solving Ordinary Differential Equations. Each topic developed covers Euler’s formula,
so that the reader can contemplate the mathematical beauty linked to it and understand
its importance in the complex analysis that is a relevant subject in pure and applied
mathematics.

Keywords: Euler’s formula, Complex functions, Leonhard Euler.
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1 INTRODUCAO

Um grande teorema ou uma demonstracao importante sempre sao precedidas
de ideias de matemadticos anteriores que constroem uma base para que um matematico
possa organizar essas ideias em um Unico conceito, criando assim um novo modelo ou
melhorando o existente. Essa discussdo é importante para se entender a construcio da
férmula de Euler e o propdsito desse trabalho.

Na histéria da Matematica muito se fala sobre descoberta, mas essa é uma
ideia discutivel, principalmente porque na matemética nada € encontrado pronto, todas
as ideias matematicas sao desenvolvidas de modo continuo onde a ideia se forma por
meio vérias contribui¢cdes (MOL, 2013).

Baseado nisso, a pesquisa em questao surge das contribui¢des anteriores sobre
a identidade de Euler, se caracterizando segundo Lakatos e Marconi (2003) como uma
pesquisa bibliografica que visa propiciar um exame sobre o contetido sob um novo en-
foque ou abordagem. Baseado nessa metodologia e no problema de estudo que propde
compreender como a férmula de Euler se relaciona com dreas da Matematica, essa mo-
nografia se qualifica como um estudo de carater descritivo, que tem como objetivo prin-
cipal analisar a formula de Euler para exponencial em uma varidvel complexa. Especi-
ficamente se pretende apresentar a biografia do matematico Euler e o contexto histérico
para o desenvolvimento da férmula de Euler, explicar como as fun¢des trigonométricas
e hiperbdlicas se relacionam em uma varidvel complexa e mostrar a aplicabilidade da
férmula de Euler.

Ao se deparar com a identidade de Euler logo se percebe que ela possui algo
de especial e quando se pesquisa sobre ela € possivel enxergar sua beleza Matematica e
perceber que ela possibilita estabelecer ligacdo entre diferentes dreas do conhecimento
matematico e além dele. Por isso, os matemdticos apreciam tanto essa identidade de
elegincia singular. Como explica Silva 2022 a beleza matematica se caracteriza pela
admiracgdo pela exatiddo e elegancia que deriva da abstracdo, simplicidade, profundi-
dade ou ordem matemdtica. E quando se fala da identidade Euler é essa beleza que
encontramos, nela notamos operacdes matemdticas (adi¢do, potenciacao e multiplica-
¢d0) e 5 constantes importantes matematicas (e, i, T, 1 e 0). O interessante é que essa

identidade é simples e mesmo assim relaciona tantos aspectos matematicos, de fato a
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identidade de Euler € citada como exemplo de profunda beleza matematica.

Ainda falando sobre a beleza da Matematica ao contemplarmos as demonstra-
¢oes encontramos um método inequivoco para tornar um fato incontestavel por meio de
um raciocinio minucioso que permite chegar a essa conclusdo. Logo ao se demonstrar
a féormula de Euler permitimos analisar essas caracteristicas fascinantes da Matema-
tica, evidenciando que a exploragdo dessa férmula da drea da andlise complexa permite
observar a beleza matematica da demonstragao.

Entdo, esse estudo se justifica com o propdsito de expor uma concepgao que
explique bem a férmula de Euler e identidade de Euler que € um caso particular da
férmula, conceituando as relagdes matematicas presentes e sua aplicabilidade, de modo
que proporcione uma apreciagdo pela identidade de Euler. Essa pesquisa serd organizada
seguindo o seguinte roteiro especificado:

No capitulo 2 trataremos de explanar a histéria do Matematico Euler e do de-
senvolvimento da férmula de Euler. Esse capitulo serd subdividido em duas secdes:

Na se¢do 2.1 informaremos sobre a histéria do importante matemético Leo-
nhard Euler;

Na secao 2.2 Serd explanado como foi desenvolvida a importante féormula de
Euler e seu caso particular, a identidade de Euler.

No capitulo 3 introduzimos uma abordagem tedrica necessdria para a compre-
ensdo de todo o trabalho. Este capitulo € subdividido em trés secoes:

Na se¢do 3.1 Desenvolvemos o conceito de nimeros complexos, fundamentais
para entender as aplica¢des da férmula de Euler no capitulo 5;

Na secdo 3.2 Apresentamos as séries de Taylor, que sdo importantes para se
compreender a demonstracdo para formula de Euler secao 4.1, capitulo 4;

Na secdo 3.3 tratamos a definicao de transformada de Laplace, que € necessdria
para se compreender a demonstragcdo para férmula de Euler secdo 4.2, capitulo 4.

No capitulo 4 vamos demonstrar a férmula de Euler por meio de duas aborda-
gens com diferentes contetidos. Esse capitulo serd subdivida em duas secdes, cada uma
com uma demonstragio diferente para formula de Euler:

Na secdo 4.1 Utilizaremos as séries de Taylor para demonstrar a férmula de
Euler;

Na secdo 4.2 empregaremos a transformada de Laplace com uma demonstracao
alternativa para férmula de Euler.

No capitulo 5 se pretende salientar duas aplicacdes para a férmula de Euler. O
capitulo serd subdividido em duas secdes:

Na secdo 5.1 se propde Analisar as fungdes exponenciais, trigonométricas e

hiperbdlicas em uma varidvel complexa;
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Na secdo 5.2 se pretende compreender como o uso da férmula de Euler facilita

a resolugdo de Equagdes diferenciais ordindrias.
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2 HISTORIA DE EULER E DA FORMULA DE EULER

Esse capitulo em questio vai explanar sobre a histdria do importante matema-
tico Leonhard Euler que € considerado um dos maiores estudiosos da Matematica, tanto
em sua época como da histdria, serd mostrado também como se deu o desenvolvimento
da importante férmula que levou seu nome e que gera a identidade que € vista como a

mais bela da matemadtica por sua simplicidade e genialidade.

2.1 A VIDA DE EULER

Segundo Mol (2013) Leonard Euler (1707-1783) foi um prolifico matemético,
€ considerado o matematico mais produtivo de seu tempo, tendo publicado mais de 800
trabalhos dentre livros e artigos . Conhecido pela identidade de Euler e férmula de
Euler, da qual trata esse trabalho, porém estd nao € sua tnica contribui¢do, Euler é res-
ponsdvel pela constante de Euler, simbolo para somatério, dentre outras contribui¢des

em intimeras areas da Matemdtica. Nascido na cidade suica de Basel e de familia de

Figura 1 — Retrato do Matematico Euler, pintura alema do século XVIII.

Fonte: meisterdrucke

pastores protestante, Euler se tornou o maior nome matematico do século XVIII. Euler
chegou a estudar teologia, mas logo se mostrou propenso para matemadtica, em parte de-
vido a seu pai que havia estudado com Jakob Bernoulli, Euler pode estudar com Johann
Bernoulli. Seus estudos em Matematica se somaram a medicina, astronomia, fisica e

linguas orientais. Essa sua ampla formagao contribuiu para que pudesse ingressar em
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uma vaga de medicina na Academia de S. Pertersburgo em 1727, aos seus 20 anos, onde
estavam os irmaos Nicoulaus e Daniel Bernoulli, foi durante essa sua estadia na Russia
que surgiram suas primeiras descobertas em matemaética. Euler entdo por recomenda-
¢do dos Bernoulli assumiu como membro da sec¢do de medicina e fisiologia. Passados
3 anos, em 1730, Euler passou a assumir a cadeira de filosofia natural, e, em 1733 com a
volta de Daniel a Suiga, para apossar a cadeira de matemadtica da Universidade da Basi-
leia. Em detrimento a isso, Euler, veio a se tornar o principal matematico da Academia
(BOYER; MERZBACH, 2012; EVES, 2011).

Mas Euler ndo prestigiou somente a Academia de Sao Petersburgo, a convite
de Frederico, O grande, para fazer parte da Academia de Berlim, em 1741, onde passou
vinte e cinco anos publicando inimeros artigos. Euler fez publica¢des em todos os
ramos da matemadtica, mesmo quando teve a infelicidade de ficar cego em 1766 manteve
suas contribui¢des em matematica.

Euler publicou mais de 500 trabalhos em vida e apds sua morte em 1783 ainda
surgiram publicacdes a seu respeito. Ele se tornou conhecido por seu trabalho em cal-
culo, andlise matematica, teoria dos nimeros, geometria, mecanica e 6tica, tendo atuado
praticamente em todos os campos da matematica, inclusive escrevendo livros didaticos
de ensino. Além disso, Euler foi um dos primeiros matemdticos a usar a notacao ma-
tematica moderna, incluindo a letra "e"para representar a base do logaritmo natural e a

letra "i"para representar a unidade imagindria v/ —1.

2.2 O SURGIMENTO DA FORMULA DE EULER

Como explica Reis (2019) O desenvolvimento da férmula de Euler come-
cou com Jonh Napier ao introduzir o conceito de logaritmos, a partir dai matematicos
como Gottfried Leibniz, Johann Bernoulli e Roger Cotes comecaram a estudar os lo-
garitmos de nimeros complexos, essas contribuicdes culminaram na férmula de Euler
¢ = c0sO + isen® publicada em seu trabalho Introductio in Analysin Infitorum, esse
livrou deu base para a matemdtica durante a segunda metade do século dezoito, dessa
férmula temos o particular resultado ™4+ 1 =0, ou como é conhecida a identidade de
Euler, que levou seu nome por suas contribui¢des, visto que ele ndo chega a esse resul-

tado.

Esses resultados obtidos por Euler ja tinham sido visto anteriormente, Roger
Cotes (1682-1716) foi o primeiro a estabelecer uma relagdo semelhante a de Euler, como
veremos a seguir:
In(cosB + isen®) = i6
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Figura 2 — Capa do livro Introductio in Analysin Infinitorum.

 AUCTORE
HARDO EULERO,
EROLINENST, €5 Academis Im-

AUSANNE,
M-MICHARLEM BousqueT & Socios-

Fonte: book.google.com

E facil verificar pela defini¢do de logaritmos log,b=x<a" =b,com0<a#le
b >0, que
In(cos® + isenB) = i0 < ¢ = cos® + isen,

todavia Cotes ndo chegou a esse resultado.

Silva (2022) mostra que outro matemdtico que contribuiu no estudo da férmula
de Euler foi Johann Bernoulli (1667-1748), por meio do estudo da drea de um setor do
circulo de raio o com centro na origem O, limitada pelo eixo x e pelo segmento que une

O ao ponto (x,y) no circulo pela seguinte férmula para sua drea:

a—zlnx+iy

4i  x—iy

Leonhard Euler por meio dessa formula de drea chegou a observar que ao escolher um
valor para x que torne a equacao somente com imagindrios puros, ou seja, para x = 0

temos o seguinte resultado

2 .

o iy

—1 —_— ) =

PR
2

o

= in(~1).
)

E evidente que o valor da drea do setor circular ndo pode ser nula, deduzindo
entdo que In(—1) ndo pode ser zero e essa afirmag@o era contraria ao que pensava Johann
Bernoulli, sua ideia era que In(—1) = 0. O que necessariamente se mostra verdadeiro é

que para x=0 o setor € equivalente a um quarto do circulo, logo sua drea corresponde a
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Figura 3 — Setor do circulo de raio o

B
4 1 2 3
Fonte: O autor
2 .
T . Decorre do resultado anterior que:
2 2
o oL
—In(—1)=——=1In(—1)=1in
o In(=1) =55 = In(-1)
Mas Euler nio seguiu nessa ideia para chegar a ¢™ = —1, ou seja, 4 conhecida

identidade de Euler, essa atribuicao dada a Euler para essa féormula € uma atribuicdo a

sua contribuicdo nesse estudo.
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3 FUNDAMENTACAO TEORICA

Esse capitulo € importante como um preparativo para os proximos trés capitu-
los, nele trataremos de explicar conteidos prévios que consideramos importantes para
a compreensdo das fungdes complexas, das demonstragdes para formula de Euler e de
suas aplicacdes. Os contetidos abordados refere-se a séries de poténcias e transformada
de Laplace, que serdo relevantes para entender os artificios usados para demonstrar a
féormula de Euler. Esse capitulo inclui, ainda, também conceitos sobre nimeros com-
plexos, fundamentais para entender as funcdes complexas e a aplicagdo para formula de

Euler.

3.1 NUMEROS COMPLEXOS

Essa se¢do € importante para se compreender os proximos capitulos, pois a
formula de Euler € expressa em fun¢@o dos nimeros complexos e se aplica diretamente
nesta drea da Matematica. Logo a conceituacdo dos nimeros complexos ird predis-
por o leitor para compreensdo das demonstragdes, das manipulacdes e aplicacdes da
formula de Euler. Mediante a isso esse capitulo visa explicar os nimeros complexos
fundamentando-se nos autores (CARMO; WAGNER; MORGADO, 2005; FERNAN-
DEZ; BERNANDEZ, 2008; IEZZI, 2013; MOLTER; NACHTIGALL; ZAHN, 2020),
de modo que a descri¢do usada permita que estudantes dos mais diversos niveis possam

compreender o que estd sendo mostrado.

Para isso vamos comecar discutindo sobre o corpo dos nimeros complexos.
Algebricamente, um corpo € um conjunto ndo vazio para o qual vale as operacdes de
adi¢do e multiplicacdo, entdo para o corpo dos nimeros complexo devemos expressar
seu conjunto e as operacdes de soma e multiplicacdo deste conjunto. Definimos o con-
junto dos numeros complexos, como o conjunto dos pares ordenados de niimeros reais,

representados por C, tal que

C={(x,y):xeReyeR}

Algebricamente, um corpo € um conjunto nao vazio munido da operacdo de

adi¢do e multiplica¢do que satisfazem as seguintes propriedades propriedades:
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1. Associativa (adicdo e multiplicacdo); 2. Comutatividade (adi¢do e multiplicagdo);
3. Elemento neutro (adicao e multiplica¢do); 4. Elemento simétrico (adicdo-oposto e
multiplicagdo-inverso a # 0); Distributiva.

Cujas a operagdes de adi¢do e multiplicagdo sdo as seguintes
(a,0) + (c,d) = (a+c,b+d)

(a,b)-(c,d) = (ac — bd,ad + bc)

Como foi mencionado anteriormente, Euler foi responsavel por nomear y/—1 ao qual
chamamos de algarismo imagindrio ou unidade imagindria e indicamos por i 0 ndmero

complexo (0, 1) que satisfaz a seguinte igualdade
i*=—1
usando a operacao da multiplicacdo € possivel provamos o algarismo imaginério
?=ii=(0,1)-(0,1)=(0-0—1-1,0-1+1-1)=(—1,0) = —1
Por meio da propriedade associativa da multiplicacdo deduzimos que
P=Pi=(=1)i=—i

= 2=(=1-(-1)=1
De modo geral, temos que para todo n € N:

0l i2 i3

i4 l'5 i6 i’

iS l'9 l'l() l'll

l'4n l'4n+1 i4n+2 i4n+3

Observe que as poténcias de i (i%,i!,i?,i%,...) se comportam de maneira ciclica, de
modo que assumem constantemente os valores 1,7, —1, —i.

Finalmente, dado um niimero complexo qualquer z = (x,y), temos:

Isto é :

Z=x+y-i

Entdo dado um niimero complexo representado pelo par z = (x,y) e expresso por z = x+

yi, definimos a parte real e a parte imagindria de z simbolicamente por Rez =xe Imz =y.
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Para cada nimero complexo, z = x + yi, existe um nimero Z = x — yi, denominado

conjugado de z. Assim, temos a seguinte relagdo

I=X+yi Z=x—Yyi.
(Le-se o complexo z = x + yi se, e somente se, o conjugado 7 = x — yi)
Exemplo 3.1

z=14+iez7=1—i
2=2-3iew=2+4+3i
Consideremos um nimero complexo, representamos os nimeros complexos

pelos pontos do plano de Argand-Gauss xOy definimos o eixo real Ox e o eixo imagind-

rio Oy para um ponto P correspondente a um z = (x,y):

Imz Z=X+1y

2|

Rez

O médulo de um ndmero complexo z = x + iy € expresso por |z| = \/x% + y?
Fagcamos entdo o médulo do conjugado de um nimero complexo z = x + iy,

temos que Z = x — yi, entdo seu modulo serd

f= R (of = VPR

2l = [z = V&2 +?

Dessa forma, temos

Notamos que a distancia entre P e O é o mddulo de z, fato verificdvel pelo teorema de
Pit4goras

2> ="+

Extraindo a raiz de ambos os lados

A= Va2 12

Seja Bp o angulo formado pelo eixo real com OP no sentido anti-horario. Como cos(8p) =
7y @ sen(8o) = |§—|, temos que:

Z=x+1iy
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|z|sen(89) 2|

Ox
|z|cos(00)

Multiplicando e dividindo por |z| a direita da igualdade temos

2z

Substituindo as expressdes equivalentes a cos0g e senBy temos
z=z| - (cos(8p) + isen(6p))

Chamamos 0y de argumento principal de z. Assim € sempre possivel representar z na
forma
z=z|- (cos(0) + isen(0))

Como o angulo 0 pode assumir infinitos valores, de modo que qualquer argumento 0
da forma Op + 2km com k € Z também satisfaz z. Adotando o conjunto de todos os
argumentos de z por argz, temos argz=0q + 2km;k € Z.
Uma interessante propriedade € obtida ao multiplicamos z e Z, dessa multipli-
cacao temos que
Z=(x+iy)(x—iy) =+ = |

1 1

Desse resultado, deduzimos que 77! = @ € a0 comparamos Z € z = vemos que 7

aponta a direcdo de Z e tem seu médulo é, pois

|Z—1|:ﬂ:ﬂ:i
22 2> Iz

Desde que cos8y = é—‘ e senbo = 177, temos que z = |z| - (cosOp + senby)
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3.2 SERIES DE TAYLOR

Nessa subsecdo serd explicada de maneira breve sobre séries baseado nos auto-
res Avila (1999); Howard et al (2014); Lima (2012), comec¢ando por sequéncias, depois
indo para séries e finalizando com séries de poténcias e séries de Taylor, com finalidade
de fornecer embasamento para demonstrar a férmula de Euler por meio da expansao
de série de Taylor, que foi o ilustre raciocinio usado por Euler quando ele provou essa

mesma formula.

3.2.1 Sequéncias numéricas

Definicao 3.1 Uma sequéncia numérica é uma sucessdo de niimeros a,, que chama-
mos de termos, associados a cada inteiro positivo sem fim de niimeros, particularmente

expressa de maneira ordenada segundo seus indices

ap,dz,as,aq,...,Aan,dp+ 1 ---

Exemplo 3.2
(i) an = % rar=lay = %,613 :%
(ii) ap=(=1)""1:a;=—-1,ap=1,a3=—1,a,=1

Nomeamos por a, o termo geral de uma sequéncia, quando conhecemos o termo ge-
ral, utilizamos essa expressdo para indicar a sequéncia, em vez de escrever os termos
iniciais. Denotamos a sequéncia somente pelo termo geral envolvido em chaves, como
podemos ver {a,},_, ou {a, }. Dizemos que a ¢ o limite de uma sequéncia {a,} e
escrevemos

lima, =a
n—oo

Se dado qualquer € maior que 0, for possivel encontrar um nimero inteiro positivo N,
tal que |a, —a| < € para todo n > N e dizemos que a sequéncia a, converge para a. Caso

contrario, ou seja, se a sequéncia nao possui limite, dizemos que a sequéncia diverge.
Definicdo 3.2 Uma sequéncia {a,} é dita como

Tipos de Séries

Sequéncia {a, } Consequéncia
Crescente g <a<az<..<a,<..
Decrescente ay>a>az>...>a, > ..
mondtona crescente ou decrescente
Limitada superiormente AM|a, <MVn>1
Limitada inferiormente AN|a, >NV n>1

Fonte: O autor
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A sequéncia é limitada desde que seja limitada superior e inferiormente

3.2.2 Séries infinitas

Definicao 3.3 Uma série infinita é uma expressdo para designar a soma de todos ter-

mos de uma sequéncia infinita {a,}, escrita da seguinte forma

Zak:a1+a2+a3+...+ak+...
k=1

Denominamos ay,a»,as, ... como termos da série

Ocorre que € impossivel somar uma quantidade infinita de niimeros, entao consideramos

as somas parciais dos termos da série associada a sequéncia
S1 = 4aj

s> =dad;+a

§3=aj+ax+as

n
Sp=a1+ar+az+...+a, = Zak
k=1

Chamamos o nimero s, de soma parcial da série. Que forma um sequéncia, que é
definida com a série de termos g,

Como vimos para a sequéncia, também estabelecemos um limite para as séries.
Se uma série {a,} converge para um nimero S, estabelecemos a soma infinita como

sendo o limite das somas parciais s,

n—oo n—oo

n <)
alt+ay+az+..+a,+...=85=lims, = lim Zak: Zak
k=1 k=1

Se a sequéncia de somas parciais ndo existir, diremos que a série diverge
Para discutirmos os testes de convergéncia, importante mencionar trés teoremas rele-

vantes, sem nos preocuparmos em demonstra-los neste momento.

Teorema 3.1 Seja ) a, uma série convergente, entdo seu termo geral tende a zero, ou
seja:

Se Y, ax for uma série convergente, entdo lim, .. a, = 0.
Demonstragcdo: A demonstracao pode ser consultada em (LIMA, 2012)

Teorema 3.2 Se o for uma constante real ndo nula e ambas a séries Y ;. ax e Yr_ | bk

convergem, entao
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(a) Yjoax+by =Y ax + Y1 bk, a soma dessas séries converge
(b) oYy ar =Y Oy, as séries dadas pela constante multiplicada pela série e a
soma do termo geral multiplicada pela constante se assemelham e ambas conver-

gem.

Demonstragcdo: A demonstragdo pode ser consultada em (AVILA, 1999) pagina 49.
Para podemos introduzir séries de poténcia vamos trazer trés testes de conver-

géncia listados de maneira resumida

Teorema 3.3 (Testes de convergéncia)

Testes de convergéncia

Teste

Consequéncia

Observacgao

Teste de Divergéncia

Se limk_mak 75
0, entdo Y a; di-
verge

Se limk_m ajp = 0,
entdo Y a; pode
ou ndo convergir

Teste de comparacao no limite

Dadas as séries
de termos po-
sitivos Y7 ax
e Yi_ibx e
suponha que
P = limk%oo;,l_i
Se 0 < p < +oo,
entdo as séries
convergirio  ou
divergirao

Esse teste é efi-
caz para compa-
racdo entre séries
onde a condigdo
de uma das séries
€ conhecida

Teste da razdo

Se Y a; uma sé-
rie de termos po-
sitivos, e seja p =
limy oo | %21 (a)
A série converge
se p<1(b)A sé-
rie diverge se p >
1 ou p =+ (c)
O teste € incon-
clusivose p=1

Esse teste ¢é
o mais usual
para séries de
poténcias,  pois
os termos das
séries de poténcia
envolvem potén-
cias k-ésimas e
fatoriais k-ésimos

Fonte: O autor

Demonstragdo: As demonstragdes podem ser consultadas em (AVILA, 1999) paginas
48,52 e 58.
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3.2.3 Série de Poténcia e série de Taylor

Representamos uma série de poténcia pelo somatério

Z an(x—xp)"
n=0

Um tipo de série de poténcias sdo as séries de Taylor e Maclaurin. Dizemos que, se for

possivel obter as derivadas de todas as ordens em xo de uma funcio f, entdo a série

oo (k) X Y —x k /! X
e CONEEZ0 — ) + 1 x0) e 0) + L0 ()
() (x
pot k(! 0)(X—x0)k+~--

onde f (k) ¢ a expressdo simbdlica da k-ésima derivacdo da fungido f, é chamada de série
de Taylor em torno de xo. Em particular, no caso em que xo = 0, a série € chamada de
série de Maclaurin.. Dada da seguinte forma:

> f(0)x*

Zk!

k=0

" [0
= £(0)+ f (0)(x)+%x2—|—...—|— o

mx"%—... (3.1)

Por meio da série de Taylor e Maclaurin podemos definir uma fun¢@o por séries de
poténcias. Como o objetivo € estudar a férmula de Euler iremos definir ¢~ se tomamos

que € possivel substituir x por xi, as derivadas de e"* ocorrem de maneira ciclica, logo

fx)=e”

f/(X) — lelx
f// ()C) — elx
" (x) = —ie™

f(k) (X) _ ikeix

Logo temos que a série de Maclaurin para f(x) = e é

iikei-oxk
= k!
Como ¥ = 1 temos que
ook k 2 .3 4
R A I AN
=Y !—l—Hx RN TR TRE (3.2)
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Com um processo andlogo obtemos as fungdes g(x) = senx e h(x) = cosx por séries de

poténcias, ao derivarmos k-ésimas vezes as fungdes g(x) e h(x) teremos respectivamente

g(x)=senx e h(x)=cosx

g(x)=cosx e N (x)=—senx

g"(x) —senx e h"(x) = —cosx
g"(x) = —cosx e H"(x)=senx

Ao derivamos uma quarta vez voltamos a fun¢do em si, ou seja, g(4)x = senx = g(x) e
h4) = cosx = h(x), de maneira que esse padrdo se repete a medida que calculamos as
sucessivas derivadas. Do mesmo modo ocorre uma padrao ao calcularmos as sucessivas

derivadas para xo = 0

g(0)=0 e h(0)=1
"0)=1 e H(0)=0
5”(0) 0 e W(0)=-1 (3.3)
g///(o) ——1 e h///(o) -0

Logo temos que as séries de Maclaurin para g(x)=senx e h(x)=cosx sdo respectivamente

oo ' x2k+ 1 x3 x5 X/

S Y. S - 4T
k;( ) T T TR TR TR
) 2k 2 4 6

X X X X
— 1) —1-T 4 4
k;)( ) (2k)! TRTT

Esses trés resultados obtidos serdo usados para demonstrar a féormula de Euler

3.3 TRANSFORMADA INTEGRAL

Primeiro € necessdrio esclarecer sobre integrais improprias para entdo parti-
mos para a transformada de Laplace. Se o leitor achar pertinente uma explicacao mais
detalhada sugiro a consulta dos livros (ANTON; BIVENS; DAVIS, 2014; BOYCE; DI-
PRIMA; MEADE, 2020).

3.3.1 Integral impropria

Teorema 3.4 Integral Impropria

Uma integral imprépria em um intervalo ilimitado é definida como o limite de integrais
em intervalos fiitos. Para uma integral impropria no intervalo, onde a € um nimero
real,podemos escrevé-la como o limite da integral definida no integral definida no inter-
valo [a,A], a medida que A tende ao infinito. Nesse caso, a integral imprdpria é expressa

como:

/ f(o)de = lim ’ [ rna (3.4)
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Note que A > 0. Dessa forma, se a integral de a até A existir para todoA > a e
o limite quando A — oo, diremos que a integral 3.4 converge. Caso contrdrio, a integral

3.4 diverge ou ndo existe. Vejamos alguns exemplos:

I dt

ot

Exemplo 3.3 Calcule
> dt A dr
/ — = lim / — = lim In¢|{ = lim [InA —In1] = lim InA = oo
1t A= J1 1 A—o0 A—yo0 A—oo

Como limy_,. InA = oo, a integral impropria diverge e, portanto ndo tem valor nenhum.

Exemplo 3.4 Calcule [{° f—Z’

 dr . /Adt i —1|A . —1 —1 I —1+1 |
— = lim —=Ilm —{=Ilm |——| — )| =1lm |—+—| =
1 12 Ase)] 1?2 Ase L e A 1 Ao | A 1
Como o limite ¢ finito a integral impropria converge para 1

3.3.2 Transformada de Laplace

Definicao 3.4 Segundo (BOYCE; DIPRIMA; MEADE, 2020) Seja uma funcdo f{t) defi-
nida no dominio [0,0) com uma imagem complexa, ou seja, parat > 0. Entdo a trans-
formada de Laplace de f(t), a qual denotamos por L{f(t)} ou por F(s), é definida

pela integral

{es)

A
LUF()Y = F(s) = / F(O)edi = tim [ e f(1)dt (3.5)

=0 A= J0

Sempre que esta integral convergir.

Observacao 3.1 Note que s é um parametro real ou complexo, isso é importante pois

estamos trabalhando com niimeros complexos.

Estabelecemos agora as condi¢des suficientes para a existéncia da transformada

de Laplace L{f ()}, que serfo enunciadas no seguinte teorema:

Teorema 3.5 Suponha que
(i) fé uma funcdo continua por partes no intervalo 0 <t < A para qualquer A posi-
tivo

(ii) Existem constantes a > 0, k >0 e M > 0 tais que a é uma constante qualquer
[f(0)] < Ke®

quandot > M
Entdo, a transformada de Laplace L{f(t)} = F(s), definida pela integral 3.5, existe

para s > a.
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A demonstracao desse teorema pode ser consultada em (BOYCE; DIPRIMA; MEADE,
2020)

Teorema 3.6 Linearidade da transformada de Laplace

Lic1fi(t) +cafa(t)} = ct L{f1(t) } 2 L{ f2(1)} (3.6)

A Eq. 3.6 afirma que a transformada de Laplace € um operado liner, faremos uso dessa

informacao serd nos exemplos a seguir.

Exemplo 3.5 Como exemplo vamos determinar as transformadas de e", cost, sent que

sdo convenientemente relacionadas a férmula de Euler e =cost+isent

Primeiramente, vamos determinar a transformada de f(z) = "

L{e"} = F(s) :/ e e dr
0

Como
A A

= lim =) gy
A—re0 /()

Fazendo a integragéo por substitui¢do de u = (i — s)t e derivando u, tal que du = A

A .
, (i—s)A (i—)A  ,(i—5)0
L{e"} = lim [e. ] = lim [e. - ]

A—oo 1—S A—>o0 1—S 11—

obtemos

Como s € um parametro complexo, temos que s # i. Logo

L{ei[}zi

s—1

Para calcular as transformadas de L{cos(t)} e (L){sen(t)} Procedemos usando defini-
¢do de transformada novamente e por integragdo por partes, vejamos como encontrar a

transformada de g(z) = cos(t), parat > 0. Procedemos da seguinte maneira

L{cos(t)} = G(s) = /Ooo e *cos(t)dt

Como
A A

G(s) = lim [ cos(t)dt
A—o0 J()
Integrando por partes, obtemos

A—roo

A
G(s) = lim [e *'sen(r)[3 —|—s/ e V'sen(t)dt]
0

A
:s/ e 'sen(t)dt]
0
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Novamente integrando por partes teremos

A
G(s) = lim [—e scos(1)[5 —s2/ e “cos(t)dt]
0

A—roo

=5— s2/ e cos(t)dt
0
G(s) = s —5°G(s)
Entdo, resolvendo para G(s), temos

S

G(s) = ———
(5) s2+1

A transformada de sen(t) é obtida de maneira andloga ao célculo anterior entdo iramos
omitir seu cdlculo, caso o leitor tenha interesse o cédlculo pode ser visto em (BOYCE;
DIPRIMA; MEADE, 2020).

Temos que
1

L{sen(t)} = o
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4 DEMONSTRACOES DA FORMULA DE EULER

Nesse capitulo focaremos em enunciar e explicar demonstracdes para a for-
mula de Euler por meio de duas estratégias diferentes e com contetddos distintos de
modo que se possa adequar a apresentacdo da férmula, esses contetidos estdao explica-
dos nas preliminares. Os contetudos utilizados sdo as séries de Taylor e a transformada

de Laplace.

41 DEMONSTRACAO PARA A FORMULA DE EULER USANDO SERIES
DE TAYLOR

O raciocinio usado para demonstrar a formula de Euler por das séries de po-
téncia que vamos utilizar foi mesmo usado por Euler quando ele mesmo demonstrou de
modo genial essa féormula. Vejamos como ele procedeu: Como vimos, se tomamos que

€ possivel substituir x por xi em (3.2), teremos a seguinte série de poténcias

() () ()* () () ()]

Xi .
e’ =1+ix+ X + 3 + a1 + 50 + 6l + 7 +...
Sabendo que i> = —1, i* = —i, i* = 1 e observando que essa sequéncia segue de maneira
ciclica, ou seja
P= Y= =i
= = ..=-1;
P=i'= ..=—i
it= = =1
temos que

2oid X KX

xXi v T
e TR TR TR TR T “.1

Subdividindo em parte real e imagindria os termos na série a direita da igualdade na
Eq.(4.1), temos

Note que, essas duas séries sdo as expansoes das fungdes cosx e sinx, respectivamente.



Assim

e = cosx + isinx
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4.2)

4.2 DEMONSTRACAO PARA FORMULA DE EULER USANDO TRANSFOR-

MADA DE LAPLACE

como vimos na subsecdo 3.3.2 a transformada de Laplace da funcdo f(¢) = e

(€N

; 1
L{e"y = —
§—1

Multiplicando por ;—ii a direita da igualdade

1 s+ B s+

L it — . —
te"} s—i s+i 5241
Decompondo o resultado em duas fracoes
, s i
L 73 —
{e"} s2+1 * s2+1

Como as transformadas de
g(t) = sin(t)

e
h(t) = cos(t)
sao | |
Lsin(t)} = o
L{cos(t)} = szj— 1

Entdo substituindo (4.5) e (4.6) em (4.4) temos:
L{e"} = L{cos(t)} +iL{sen(r)}
Logo temos a férmula de Euler se revertemos a transformada

LYy = L7 Ycos(t)} +iL ™ Ysen(t)}

e = cos(t) + isin(t)

it

4.3)

4.4)

4.5)

(4.6)

(4.7)
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5 APLICACOES PARA FORMULA DE EULER

Neste capitulo, apresentaremos duas aplica¢Oes para formula de Euler. A pri-
meira estd voltado para definicdo das fungdes complexas exponencial, trigonométricas
e hiperbdlicas, de forma a elucidar as implicagdes da férmula de Euler na andlise das
fungdes em uma varidvel complexa. O foco € explicar como demonstrar a identidade
fundamental trigonométrica e as transformacdes trigonométricas da soma do seno e
cosseno utilizando a férmula de Euler, além de relacionar as func¢des trigonométricas
e hiperbdlicas. A segunda aplicacdo estd relacionada as equacdes diferenciais, permi-
tindo compreender como o uso da féormula de Euler facilita a resolu¢do de equacgdes

diferenciais ordinarias.

5.1 FUNCOES COMPLEXAS

Agora que conhecemos a demonstracdo da férmula de Euler, podemos discutir
algumas manipulagdes com a exponencial complexa e estabelecer relagdes entre fun-
¢oes trigonométricas e hiperbdlicas, além de demonstrar identidades trigonométricas e
hiperbdlicas com auxilio da férmula de Euler. A férmula de Euler, juntamente como as
fungdes trigonométricas e hiperbdlicas em uma varidvel complexa constituem o prin-
cipal objeto de estudo desse trabalho que se baseou nos autores (MOLTER; NACH-
TIGALL; ZAHN, 2020; FERNANDEZ; BERNANDEZ, 2008; CARMO; WAGNER;
MORGADO, 2005).

5.1.1 A exponencial complexa

Como vimos na se¢do 3.1 o nimero complexo € representado de forma algé-
brica como z = x 4 iy. Desse modo podemos conceituar uma exponencial complexa,
dada por €. Para isso basta substituirmos o nimero complexo por sua forma algébrica.

Portanto, temos
& =" = ¢¥eV,

Assim, podemos usar a férmula de Euler, visto que e = cosy + iseny. Logo, fazendo a

devida substitui¢do na expressao, obtemos

¢ =t = ¢'e” = e*(cosy + iseny).
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Note que o médulo de e* é |e*|, pois
|| =[] = [e"] - |e”]

e as partes reais e imaginarias de ¢” s@o respectivamente cosy e seny, donde concluimos

que

€] =[] eos(y) + isen(y)] = [¢*] - y/cos?(y) +sen(y) = [¢
visto que, cos®(y) +sen®(y) = 1. Logo

le*| = |e*| = €.
Aplicando a exponencial complexa obtemos a féormula de Euler fazendo z = iy. Assim
iy __ :
e’ = cosy + 1seny.

Podemos observar no grafico 4 como os valores reais e imagindrios de e’ se comportam.

Figura 4 — Grafico 5

Parte Rea

L -05 05 1 15 2 2.5 3 35 4 4

Parte imaginaria

Fonte: Criado pelo autor no GeoGebra

Agora, vamos calcular alguns resultados atribuindo valores a y na férmula de
Euler.
Para y =, temos
e™ = cosT+ isenT =
rT=—1=
eT+1=0

Essa é a famosa identidade de Euler, que ja foi mencionada em capitulos anteriores. No
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grifico 4, os pontos A e B representam, respectivamente, os valores assumidos por senT
e cosT. Essa igualdade possui uma beleza intrinseca, relacionada a cinco nimeros im-
portantes da Matemadtica, o T, importante constante matemadtica relacionada a circulos,
0 e, notavel constante matemdtica estudada pelo matemético Euler, que tem seu nome
em homenagem ao matemadtico, o neutro aditivo O e o neutro multiplicativo 1. Além
disso, a identidade de Euler conecta trés operagdes aritméticas fundamentais a adicao,
multiplicacdo e potenciagdo.

Vejamos outro resultado interessante. Para y = 7, temos que:

in T +i T
e = cos— +isen—
2 2

Com esse resultado Euler pdde calcular a poténcia de um nimero imagindrio por um
nimero imagindrio e descobriu que seu resultado ¢ um ndmero real. Ele procedeu da

seguinte forma

m

pela propriedade da poténcia (a”")™ = a™”, temos

Elevando a exponencial complexa por um valor n € Z, temos:
()" = (e"(cosy +iseny))" = €™ (cosy + iseny)"

fazendo a exponencial do numero complexo nz = nx + iny

nz

" = e (cos(ny) + isen(ny)) =

Usando a férmula de De Moivre, temos que (|e°|(cos(y) +isen(y)))" = |€*| - (cos(ny) +

isen(ny)) e sabendo que |e?| = e = ¢*, temos o seguinte resultado por comparagio

nz

()" =™ (cos(y) +isen(y))" = €™ (cos(ny) + isen(ny)) = e

Ou seja,
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Fazendo z = iy, obtemos
(eV)" = (cos(y) +isen(y))" = cos(ny) + isen(ny)
Particularmente quando n = —1, teremos que
e = cos(—y) + isen(—y).
Sabendo que cos(—y) = cos(y) e sen(—y) = —sen(y) concluirmos que
e = cos(y) —isen(y),

que € o conjugado da férmula de Euler como podemos observar.
O préximo resultado a ser obtido € a multiplicacido de duas exponenciais com-
plexas, dadas por ¢° e €, com z =x+iyew =u-+iv, tal que z € C e w € Z. Portanto,

vamos calcular ¢ - e"

AU S R e((x+ly)+(u+zv)) _ e(x+u)+l(y+v)

e x—l—u)el(y-i-v)

_ o
Aplicando a férmula de Euler, temos

et e = et (cos(y) +isen(y)) - (cosv +isenv)

., W ex+u(

e cos(y)cos(v) + icos(y)sen(v) + isen(y)cos(v) + i’sen(y)sen(v))

et e = e (cos(y)cos(v) — sen(y)sen(v) +i(cos(y)sen(v) +sen(y)cos(v))) (5.1)

Além disso pela propriedade da multiplicacdo de poténcias de mesma base a” - a™ =

a" ™ temos

¢ e = T = UL UV — U (cos(y+v) 4 isen(y +v)) (5.2)
De 5.1 € 5.2, temos
e (cos(y+v) +isen(y+v)) = e (cosycosv — senysenv + i(cosysenv + senycosv)).
Multiplicando ambos os lados da igualdade por e~ (1) obtemos

cos(y+v)+isen(y+v) = cos(y)cos(v) — sen(y)sen(v) +i(cos(y)sen(v) +sen(y)cos(v))
(5.3)
Essa igualdade serd importante para provar as transformacoes trigonométricas da soma

do cosseno e seno para uma varidvel complexa e as transformacgao trigonométricas da
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soma do seno e do cosseno para uma varidvel complexa, mas primeiro iremos apresentar

as fungdes trigonométricas em uma varidvel complexa, usando a férmula de Euler.

5.1.2 Funcgaoes trigonométricas

Apos as explanagdes das secdes anteriores, ja conhecemos a férmula de Euler
e seu conjugado. Portanto, sabendo que e? = cos(y) + isen(y) e e = cos(y) — isen(y),

a0 somarmeos €SS€s Valores, obtemos:

. . eiy _|_ eiiy
2cos(y) = eV +e "V = cos(y) = —
Ao subtrairmos ¢” e e~?, obtemos
. . ey — ey
2isen(y) = eV —e " = sen(y) = 5
i

A partir desses dois resultados podemos definir as fun¢des cosseno e seno de

uma varidvel complexa como

cos(z) = —ei”'zefiz e sen(z) = eiz—z‘l?fiz

Vamos demonstrar a identidade fundamental trigonométrica de uma variavel complexa
sen”(z) 4 cos*(z) = 1 usando a férmula de Euler e seu conjugado, bem como o inverso

multiplicativo. Multiplicando e’ por e, obtemos:
e e = (cos(z) + isen(z)) - (cos(z) — isen(z))

E do nosso conhecimento que ao multiplicar e'* e e™**, obteremos a identidade multipli-
cativa, ou seja, e'*- e~ = 1. Portanto
iz

o7 = (cos(z) +isen(z))(cos(z) —isen(z)) = cos2(z) —izsen(z) = cosz(z) +sen2(z) =1

ou seja:
cos*(z) + sen*(z) = 1.

Mais uma vez usando a férmula de Euler, vamos provar as transformacoes
trigonométricas do seno e do cosseno da soma de dois complexos z e w, ou seja sen(z+

w) e cos(z+w). Do resultado de (5.3), temos que ¢ e e

¢%-e™ = T = cos(z4w) +isen(z4+w) = coszcosw — senzsenw + i(senzcosw+ coszsenw)

associando os resultados reais com reais e os imagindrios com imagindrios, obteremos

sen(z+w) = sen(z)cos(w) + cos(z)sen(w)
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cos(z+w) = cos(z)cos(w) — sen(z)sen(w)

5.1.3 Fungaoes hiperbdélicas

As fungdes hiperbdlicas sdo funcdes relacionadas a exponencial natural. Quando
as expressamos em varidveis complexas, obtemos essas funcdes por meio de combina-
coes de e* e e~ *. Chamamos essas funcdes de cosseno hiperbodlico e seno hiperbdlicos

em funcdo de uma varidvel complexa, que denotamos respectivamente por

Z —3 Z_p— <
coshz = % e senhz= %

Quando tomamos essas fungdes hiperbdlicas em uma varidvel complexa também con-
seguimos relaciond-las com funcdes trigonométricas. Para isso devemos proceder da

seguinte maneira, tomamos cos(iz)

el 4 e el eX

cos(iz) = = = coshz
(iz) 5 5
De modo andlogo operamos para relacionar sen(iz)
iz —iiz -z Z
) e —e e *—e )
sen(iz) = = = isenhz

2i 2i
Como vimos € possivel provar a identidade trigonométrica em uma varidvel complexa.
Ao relacionarmos as funcdes trigonométricas e hiperbdlicas também podemos encontrar
uma identidade hiperbdlica semelhante. A partir da identidade trigonométrica, temos
que:
2 200N
cos~(iz) +sen(iz) = 1

como sabemos que cos(iz) = coshz e sen(iz) = isenhz basta substituirmos essas expres-

sOes € teremos
cosh®(z) + i*senh®(z) = 1 = cosh®(z) — senh*(z) = 1
5.2 EQUACOES DIFERENCIAIS

Chamamos de equacao diferencial (ED) uma equagdo que envolve derivadas de
uma ou mais varidveis dependentes, em fun¢do de uma ou mais varidveis independentes.
Inicialmente vamos classifica-las por tipo.

Digamos que uma equacio diferencial que envolve unicamente derivadas ordi-
ndrias de uma funcdo desconhecida denotada por y = y(x), relacionada a uma varidvel

dependente e a uma tnica varidvel independente x, essa equacdo é chamada de equagdo
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diferencial ordinaria (EDQO), esse € uma caso particular de EDO, no entanto, suas varia-

veis dependentes podem ser mais de uma, ja a varidvel independente deve ser tnica.

Exemplo 5.1

dx
du  dv _
dx  dx

ex

Existe outro tipo de ED. Consideremos uma equagao diferencial que envolve as deriva-
das parciais da varidvel dependente u(x,?), relacionada as varidveis independentes x e ¢,
essa € uma equacdo diferencial parcial(EDP). Nesse caso pode se envolver um ou mais
varidveis dependentes e uma ou mais varidveis independentes (ZILL; CULLEN, 2001))

As equagdes diferenciais também sdo classificadas por ordem da derivada de
maior ordem que aparece na equagdo. De maneira geral uma EDO € representada pelo
simbolismo

F(x,y,y, ...,y(”)) =0.

Vejamos um exemplo de EDO de segunda ordem

Exemplo 5.2
y’/ + yy' =Inx

Por fim, temos uma classificacio fundamental de equacdes diferenciais. As
ED s podem ser lineares ou ndo. Dizemos que uma equacdo linear se pode ser escrita
na forma
ao(x)y" + a1 (x)y" "V + .+ an(x)y = (1)

Essencialmente esse tipo de ED atende a duas condi¢des: a varidvel dependente y e suas
n-ésimas derivadas tem grau 1, e os n-ésimos coeficientes a,(x) dependem somente da
varidvel independente x. Caso contrdrio a equagdo diferencial serd considerada nao-
linear.

Trataremos de uma EDO em particular. Vamos escrever uma equagao diferen-

cial ordindria linear de segunda ordem

ag(x)y" + a1 (x)y' +az(x)y = f(x)

Dizemos que essa EDO linear é homogénea se F'(x) = 0, entdo denotaremos do seguinte
modo
ao(x)y" +ai (x)y' +az(x)y =0

A equacao diferencial linear que queremos abordar tém as varidveis indepen-
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dentes ay, a1, ap constantes. Entdo temos que:
ay’ +by +cy=0 5.4

Para os quais a, b e ¢ sdo constantes.
As solugdes para esse tipo de EDO sdo da forma y = ¢’*, onde r € uma para-
metro a ser determinado. Como a exponencial dada resolve a equacao (5.4), temos que

y=e¢™,y =re ey’ = r?e’*. Substituindo em (5.4), obtemos
(ar* +br+c)e™ =0.

Por ser uma exponencial ¢ # 0, logo para que a solugdo seja valida a expressao entre

parénteses deve ser nula, ou seja
2 —
ar“+br+c=0.

Esse equacgdo é chamada de equacdo caracteristica. Por se tratar de uma equagao poli-
nomial do segundo grau ela tem duas raizes. Portanto y = ¢’* € solu¢do da EDO se r for
uma raiz da equacio quadratica. As raizes para r podem ser reais(distintas ou iguais) ou
complexas conjugadas.

A férmula de Euler e seu inverso multiplicativo sdo aplicadas para encontrar
a solu¢do da EDO linear homogénea quando temos raizes complexas conjugadas r; e
ry da equacdo caracteristica. Assumindo os valores r; = o+ iff € r; = o — i} em suas

representacdes algébricas. Portanto para ¥ e €2, temos:

platiBx _ joux iBy ™ (cos(Px) + isen(Bx)) (5.5)

OB — g0 o iBY _ 0% (¢ p5(Bx) — isen(Bx)) (5:6)

Para obtemos as solucdes reais basta proceder da seguinte maneira: para a primeira

solu¢do, somamos (5.5) e (5.6) e dividimos o resultado por 2. Para a segunda solugdo,
(el@tiB)r | pla—iB)x .

subtraimos (5.6) de (5.5) e dividimos o resultado por 2. Ou seja, y; = 5
(e(owriﬁ)x_e((xfiﬁ)x .
y2 = ———> . Dai temos
yi1 =e*cosPx e y, = e cosPx (5.7)

Desta forma concluimos que y; = e®cosPx e y, = e*cosPx sdo solugdes particulares
da EDO independentes e, portanto, a solu¢do geral & a combinagdo lidenar y; € y». Ou
seja,

y(x) = c1e®cosPx + cre* senPx
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Estd monografia é direcionada para leitores de nivel médio e de graduacao.
Trazendo uma linguagem simples, cujo objetivo principal € analisar a férmula de Euler
para exponencial em uma varidvel complexa e sua relacdo com outras fun¢des. Podendo
ser visto como um trabalho que fornece uma fragmentacio do que € visto em andlise
em uma varidvel complexa, pois abrange a tematica de funcdes complexas a partir das
suas relacdes com a férmula de Euler, caso o leitor deseje se aprofundar nesse contetido
podera consultar os autores (CARMO; WAGNER; MORGADO, 2005; FERNANDEZ;
BERNANDEZ, 2008; MOLTER; NACHTIGALL; ZAHN, 2020).

No decorre deste trabalho notamos que foi abordado a bibliografia de Euler
e o contexto histdrico para o desenvolvimento da férmula de Euler, com o intuito de
possibilitar o entendimento da histéria da Matemadtica e sua importincia na conceituagao
do tema abordado.

Conjuntamente, analisamos a férmula de Euler para a exponencial complexa, o
que possibilitou explicar como as fung¢des trigonométricas e hiperbodlicas se relacionam
em uma varidvel complexa e mostrar a aplicabilidade da férmula de Euler nas equacgdes
diferenciais ordindrias.

Logo, esse trabalho tem sua viabilidade ao ser desenvolvido por meio de pes-
quisa, a partir de uma interpretacdo de contribuicdes anteriores. Cada topico desenvol-
vido abrange a férmula de Euler, para que o leitor possa contemplar a beleza matematica
vinculada a ela e entender sua importancia na andlise complexa que é uma assunto rele-
vante na matemaética pura e aplicada.

Por fim, esse trabalho possibilitou a andlise do tema férmula de Euler sob uma
visdo do seu uso em determinados assuntos matematicos, que por sinal abrangem bem
mais utilidades do que as mencionadas, o que d4 margem para se prosseguir pesquisando
sobre o tema em questdo em dreas afins como andlise complexa, equacdes diferenciais

parciais e até em dreas que utilizam a Matemadtica, como a Fisica.
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