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EPIGRAFE

“A natureza ndo esconde seus segredos por

malicia, mas sim por causa da propria altivez.”

(Albert Einstein)



RESUMO

Os métodos numéricos desempenham um papel fundamental na resolucéo de problemas
matematicos complexos, tornando-se ainda mais relevantes ap6s a revolucdo dos
computadores. Eles permitem aproximar solucdes precisas para uma ampla gama de
problemas, sendo particularmente Uteis na resolucdo de equacdes diferenciais de
primeira ordem. Neste trabalho, exploramos a aplicacdo do método de Runge-Kutta na
resolucdo do péndulo simples amortecido, com foco em angulos de oscilacdo
considerados grandes. O péndulo simples é um sistema fisico amplamente estudado,
cujo comportamento pode ser descrito por uma equacao diferencial de segunda ordem.
No entanto, quando introduzimos o amortecimento, a resolucdo analitica se torna
complexa ou impossivel, tornando os métodos numéricos uma ferramenta valiosa. O
método de Runge-Kutta € uma técnica numeérica que nos permite obter aproximacoes
precisas das soluces reais para equagdes diferenciais. A escolha do método de Runge-
Kutta apropriado depende da natureza do problema e das precisdes desejadas. Para
conduzir nossa pesquisa, utilizamos o software Mathematica®, que € uma poderosa
ferramenta de computacdo simbolica e numérica. O Mathematica® nos permitiu
implementar o método de Runge-Kutta de maneira eficiente e obter resultados
numéricos confidveis para o péndulo simples amortecido com grandes angulos de
oscilacdo. Nossos resultados demonstram a eficacia do Método de Runge-Kutta na
solucdo desse problema complexo e fornecem uma compreensdo mais profunda do
comportamento do péndulo simples em condi¢cdes de amortecimento e angulos de
oscilacdo substanciais. Esta pesquisa contribui para o campo da fisica tedrica e para a
aplicacdo pratica de métodos numéricos na resolucdo de problemas do mundo real.
Além disso, destaca a importancia do software Mathematica® como uma ferramenta

valiosa para a analise numérica em ciéncia.

Palavras-chave: métodos numeéricos; Runge-Kutta; péndulo simples.
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ABSTRACT

Numerical methods play a fundamental role in solving complex mathematical
problems, becoming even more relevant after the computer revolution. They allow us
to approximate precise solutions for a wide range of problems, being particularly useful
in solving first-order differential equations. In this work, we explore the application of
the Runge-Kutta method to solve the simple damped pendulum, focusing on oscillation
angles considered large. The simple pendulum is a widely studied physical system,
whose behavior can be described by a second-order differential equation. However,
when we introduce damping, analytical resolution becomes complex or impossible,
making numerical methods a valuable tool. The Runge-Kutta method is a numerical
technique that allows us to obtain accurate approximations of real solutions to
differential equations. The choice of the appropriate Runge-Kutta method depends on
the nature of the problem and the desired accuracies. To conduct our research, we used
Mathematica® software, which is a powerful symbolic and numerical computing tool.
Mathematica® allowed us to implement the Runge-Kutta method efficiently and obtain
reliable numerical results for the simple damped pendulum with large oscillation angles.
Our results demonstrate the effectiveness of the Runge-Kutta Method in solving this
complex problem and provide a deeper understanding of simple pendulum behavior
under damping conditions and substantial oscillation angles. This research contributes
to the field of theoretical physics and the practical application of numerical methods in
solving real-world problems. Furthermore, it highlights the importance of
Mathematica® software as a valuable tool for numerical analysis in science.

Keywords: numerical methods; Runge-Kutta; simple pendulum.
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1 INTRODUCAO

Os Meétodos Numéricos procuram desenvolver processos de calculo (algoritmos)
utilizando uma sequéncia finita de operagdes aritméticas béasicas, de forma a que certos
problemas matematicos se tornem executaveis. Estes algoritmos envolvem, em geral, um
grande nimero de calculos aritméticos. N&o é pois de estranhar que, nas ultimas décadas, com
o0 rapido crescimento das potencialidades dos computadores digitais, o papel dos Métodos
Numéricos na resolucdo de problemas complexos tenham sofrido grande incremento [12].

Esses métodos sdo especialmente importantes quando se tratam de resolver questes
diferenciais, integrar funcdes complexas, atualizar sistemas e simular caracteristicas fisicas ou
processos de engenharia. Ao utilizar algoritmos que operam sobre dados numéricos, os Métodos
Numeéricos convertem abstracfes matematicas em processos praticos, viabilizando a andlise e
a resolucdo de problemas que, de outra forma, seriam inacessiveis ou demandariam recursos
computacionais excessivos. A evolugdo tecnoldgica das tecnologias digitais tem impulsionado
a eficécia e a aplicabilidade desses métodos, permitindo abordagens mais precisas e rapidas na
resolucdo de desafios complexos enfrentados por cientistas. Encontrar solugdes numéricas
aproximadas dos mais variados problemas complexos encontrados no mundo real, por meio de
aplicacOes de algoritmos, que possibilitam elaborar e calcular operagdes matematicas usando
sequéncias de operagOes aritméticas mais simples.

“A andlise numérica idealiza e concebe métodos para aprovar de forma eficiente as
solugdes de problemas expressados matematicamente” [9]. Ademais, ndo apenas facilita a
resolucdo de problemas préticos, mas também possibilita 0o aprimoramento continuo e a
inovacdo em diversas areas, impulsionando o avanco tecnoldgico e cientifico. A medida que os
recursos computacionais evoluem, os Métodos Numéricos acompanham esse ritmo, permitindo
abordagens cada vez mais precisas e eficientes na obtencdo de solugdes para desafios
complexos da realidade.

Os métodos numeéricos sao aplicacbes de algoritmos pelas quais é possivel formular e
resolver problemas matematicos usando operacdes aritméticas menos complexas [1]. Segundo
Chapra e Canale, séo técnicas criadas para resolver problemas matematicos, de forma a serem
solucionados com calculos aritméticos [10]. A resolucdo de equacgdes diferenciais rege um
papel fundamental para toda a fisica, uma vez que as equacdes que descrevem a natureza ao

nosso redor ou sdo trivialmente simples ou sdo impossiveis de se resolverem analiticamente.
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Muitas das que possuem solucdo ou ndo condizem com a verdadeira fisica do problema ou
servem apenas de pontapé inicial para o estudo de um determinado assunto, sobrando uma
quantidade restrita de Equag6es Diferencias Ordinarias (EDO’s) com uma aplicacéo direta [7].

Ao utilizar algoritmos e técnicas elaboradas, é possivel traduzir problemas abstratos em
calculos e operacGes mais simples, permitindo a analise e a solugdo de desafios complexos que
permeiam diversas areas do conhecimento. O destaque recai sobre a resolucdo de equacdes
diferenciais, uma vez que essas equacgdes desempenham um papel crucial na modelagem de
caracteristicas fisicas e naturais. Dada a sua complexidade, muitas vezes € invidvel ou mesmo
impossivel obter solu¢des analiticas diretas para essas questdes, tornando os métodos numéricos
a abordagem mais viavel e eficaz para encontrar solucdes aproximadas. Essa capacidade de
superar e solucionar problemas que escapam a andlise puramente matematica amplia
consideravelmente as possibilidades de compreensdo e intervencdo no mundo real,
impulsionando avangos cientificos e tecnolégicos.

O avanc¢o da matematica e da tecnologia tornou possivel o que antes parecia improvavel:
a resolugdo de equagdes diferenciais através de computadores com os chamados *Métodos
Numéricos’. Os resultados obtidos através desses métodos estdo limitados, hoje, a capacidade
das maquinas, que estdo cada vez mais precisas e velozes [7].

O século XVII marcou um periodo de notaveis progressos na matematica,
impulsionados principalmente pela abertura de novas areas de pesquisa. Contudo, o feito mais
significativo desse periodo foi a criagdo do célculo diferencial e integral, também conhecido
como calculo infinitesimal. Este avanco inovador foi desenvolvido de maneira independente
por Isaac Newton e Gottfried Wilhelm Leibn. De acordo com Eves, “... com essa inven¢ao a
matematica criativa passou a um plano superior e a histéria da matematica elementar
essencialmente terminou”, e complementa, dizendo que os conceitos principais do célculo “...
tém tanto alcance e tantas implicagfes no mundo moderno que talvez seja correto dizer que sem
algum conhecimento deles dificilmente hoje uma pessoa poderia considerar-se culta ”’[4].

A solucdo de uma equacdo diferencial pode ser abordada de trés maneiras diferentes: a
analitica, a qualitativa e a numérica. Num primeiro momento de estudo de Equacdes
Diferenciais, geralmente, é dada prioridade a este processo analitico na busca da solucéo de
uma equacdo diferencial via processo de integracdo. Aqui, ja comeca a ficar claro que por este
processo analitico ndo é sempre possivel encontrar a solucéo de todas as equag6es diferenciais,
pois, como ja sabemos, existem muitas fun¢bes que ndo podem ser expressas em termos de
funcbes elementares [13]. Assim, nem todo problema encontra uma representacdo apropriada

por meio de métodos de integracéo.
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Por outro lado, ao adotar uma abordagem qualitativa, explora-se o comportamento
geométrico das solugGes, analisando os aspectos das curvas integrais por meio de campos de
direcdo. Esse procedimento, no estudo das equacgdes diferenciais ordinarias de 12 ordem, &
baseado na interpretacdo da derivada. Finalmente, na abordagem numérica, métodos numéricos
sdo utilizados para aproximar solucdes de problemas de valor inicial (P.V. 1) de equacdes
diferenciais de 1* ordem. Os procedimentos numéricos podem ser executados, em
computadores e, também, em algumas calculadoras. Idealmente, os valores aproximados da
solucdo serdo acompanhados de cotas para 0s erros que garantem um nivel de precisdo para
aproximag0es. Existem muitos métodos, hoje em dia, que produzem aproximagdes numéricas

de solucdes de equacdes diferenciais [13].
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2 METODOS DE RUNGE-KUTTA

O método de Runge-Kutta desenvolvido por Carl David Tolmé Runge e Martin Wilhelm
Kutta no comeco dos anos de 1900 [2], € um dos métodos mais populares, sendo o de quarta
ordem um dos mais precisos para obter solu¢des aproximadas de valor inicial. Cada método
consiste em comparar um polinbmio de Taylor apropriado para eliminar o célculo das
derivadas, fazendo-se vérias avaliagdes da funcdo f a cada passo. Estes métodos podem ser
construidos para qualquer ordem «a [13].

Isso ocorre devido a sua simplicidade e precisao, muito préximo dos métodos de Taylor.
A diferenca crucial é sua vantagem em evitar ordens de derivadas elevadas. Essas resolucdes
derivadas mais altas ndo sdo apenas extremamente complicadas, mas também exigem um mega
esforco computacional. O grafico abaixo destaca a eficdcia do método Runge-Kutta em
comparagcdo com o método de Euler, evidenciando, por conseguinte, a precisdo da solucéo
exata.

Figura 1 - Método de Euler x Runge kutta

¥
5 - r
meétodo de
4tk Runge-Kutta
solucaqg
3L exata
2 -
1 _(0' 1)‘ método de
Euler
X
-1 1 1 1 1
-1 1 2 3 4 5

Fonte: [13]
Se uma funcéo y(x) posui k + 1 derivadas continuas em um intervalo aberto que inclui
a e X, entdo ¢ possivel expressa-lo atraves do polinémio de Taylor com resto.
(x — a)k (x — a)k+D
k! (k+1)!

x—a
1!

y(x) = y(a) + y'(a) + -4+ y®(a) + y**1(c) (1)

Onde ¢ é algum nimero entre a e X .
E um método que se apoia na avaliagdo da funcdo em pontos especificos, por sua vez,
capturaram as virtudes do método de série de Taylor, simplificando o processo para evitar a

necessidade de calcular derivadas diretamente.



15

E eles tém trés propriedades principais:
1. Séo de passo 1;
2. N&o precisa calcular derivada, No lugar, calcula-se f(xy) ou f(t, y);
3. A formula do método concorda com a do método de série de Taylor até os
termos da ordem do metodo.
Através da propriedade 3, é possivel observar que este método apresenta diversas

ordens.
2.1 Runge-Kutta de Primeira Ordem (RK-1)

O método de Runge-Kutta de primeira ordem é caracterizado por sua simplicidade. Ele
requer poucas parametros para serem determinados, alinhando-se com os métodos de Euler e
Taylor de ordem 1.
A expansdo de uma funcdo em série de Taylor de primeira ordem fica assim:
Vw1 = Yn + hyrn 2
Como mencionado anteriormente, a distin¢do entre o0 método de Runge-Kutta (RK) e a
expansdo de uma funcdo em série de Taylor reside no fato de que no RK nds substituimos o

derivada por f(t,, yn):

Y1 = Yn + e (tn, yn) 3)
O método de Euler representado pela (equacdo 3) € um método de primeira ordem, o
que significa que a precisdo da solucéo € proporcional ao tamanho do passo utilizado. Quanto
menor 0 passo, mais precisa sera a solugdo, mas isso implica em mais calculos. O método de
Runge-Kutta, por outro lado, pode ser implementado em diferentes ordens, como RK2, RK3,
RK4, etc. O RK4 é especialmente usado, por ser um método de quarta ordem, que proporciona

uma precisdo muito maior em comparagdo com o método de Euler [2].

2.2 Runge-Kutta de Segunda Ordem (RK-2)

Os métodos de Runge-Kutta de segunda ordem seguem a seguinte formula geral:

Yn+1 = Vn + half(tn,yn) + hazf(tn + hﬁl: Yn + hﬂzf()’n» tn)) (4)
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Substituindo: a; = a, =% efi=p=1

Vner = Yn + 5 F (tn3n) + f (tners Yo + hf (t030))] (5)
A expressdo (5) lembra o método de Euler aperfeicoado (também chamado de Método
de Euler Modificado) foi desenvolvido nos anos de 1770, e é mais preciso do que o método de
Euler [2]. Seguindo essas condi¢Bes abaixo, existem infinitos métodos além do de Euler

Aperfeicoado que s@o métodos de Runge-Kutta de 22 ordem.

0(1 +a2 = 1
1
052-,3125
1
“1-[32:5

E importante comentarmos que a ordem do método aponta o nimero de pontos usados
em um subintervalo para designar o valor da inclinacdo, isto significa que, o0 RK-2 utiliza a

inclinagdo em dois pontos, 0 método RK-3 emprega trés pontos e 0 RK-4 tera quatro pontos

[5].
2.3 Runge-Kutta de terceira ordem (RK-3)
H& métodos de Runge-Kutta disponiveis para qualquer ordem desejada. A

complexidade computacional torna-se mais exigida apds a 42 ordem, sendo de suma

importancia uma abordagem cuidadosa na reescrita de algoritmos.

2 1 4
Yn+1:yn+§k1 +§k2 +§k3 (6)
kl = hf(tnrYn) (7)
h k
ky = hy (tn+§,yn+71) (8)

3 3
ks = hy (t”+Zh’y"+Zk2) 9)
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2.4 Runge-Kutta de Quarta Ordem (RK-4)

Esse € o método que usaremos para solucionar de forma numérica os problemas ligados

ao péndulo simples.

Yn+1 = Vn + %(k1 + 2k, + 2k + ky) (10)
ki = he(tn, yn) (11)

ky = hy <tn + g,yn + %) (12)

ks = hy <tn + g,yn + %) (13)

kq = hf(tn + h,yn + k3) (14)

A complexidade computacional aumenta significativamente apés a 42 ordem, exigindo
uma abordagem cuidadosa na reescrita de algoritmos. A medida que aumentamos a ordem,
adicionamos termos ao algoritmo. Uma abordagem pratica seria tomar o algoritmo do Método
de Euler Aperfeicoado e ajustar apenas a funcéo de iteracéo, adicionando 0s termos necessarios.

O RK-4 é comumente usado para resolver equaces diferenciais de primeira ordem, mas
destaco que é possivel empregar esse método na resolucédo de equacdes diferenciais de segunda

ordem, convertendo-as em um sistema composto por duas equacdes diferenciais de primeira

~ . . o ., .. d
ordem. Essa transformagéo é realizada pela introdugao de uma variavel adicional, z = d—i .

E fundamental destacar que a ordem do método de Runge-Kutta indica o nimero de
pontos utilizados em um subintervalo para determinar a inclinacdo. No contexto do RK-4,
quatro pontos sdao empregados, porém ao lidar com duas Equacbes Diferenciais Ordinérias
(EDOs) de primeiro grau, advindas da conversdo de uma EDO de segunda ordem em um
sistema de duas EDOs de primeira ordem. E crucial notar que nos apéndices estdo presentes
oito termos, evidenciando a complexidade inerente ao método quando aplicado a sistemas de

equac0es diferenciais de segunda ordem.
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3 MOVIMENTO HARMONICO SIMPLES (M. H. S.)

Movimento harmonico é caracterizado por um movimento oscilatério, onde algumas
propriedades se repetem ao longo do tempo, como a posicdo x(t), velocidade v(t), aceleracdo
a(t), entre outras. A estrutura de um movimento harménico é sempre expressa por fungdes seno

ou cosseno, sendo essas fungdes responsaveis pela geracdo das recorréncias. Por exemplo:
x(t) = 2 cos(3t) (15)

y(t) = sen(t) (16)

Movimento harménico simples refere-se a um movimento harmonico desprovido de
atrito. H4 também os Movimentos Harménicos Amortecidos (MHASs). A equagdo do
Movimento Harmoénico Simples pode ser expressa por uma funcgéo seno ou cosseno, e, de modo
geral, pode ser representada por:

x(t) = Acos(wt + @) ou x(t) = Asen(wt + @) (17)
Nessa equacao, temos:
A: Representa a amplitude do movimento.
w: Representa a frequéncia angular.

¢: Representa a fase do movimento.

Que significam:

A: E o maior “afastamento” possivel que o objeto que esta executando o MHS pode ter da
origem.

@: E 0 angulo inicial do movimento. Tem a ver com a posic&o inicial do objeto.

w: E uma espécie de velocidade angular. E dada em rad/s .

A expressao geral para ela é:

W = Z?E = 2nf (18)

No qual T é o periodo do movimento, ou seja, o tempo de um ciclo total. A frequéncia

é 0 inverso do periodo:

(19)

==
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Por essa relacdo fica claro que a frequéncia determina o numero de voltas que o corpo
da em unidades de tempo. A unidade de medida da frequéncia no Sistema Internacional de
unidades (SI) é o Hz [15].

Para um Movimento Harménico Simples (MHS), as equacdes para a velocidade (v) e a

aceleracdo (a) podem ser obtidos por meio de derivacao

x(t) = Acos(wt + @) (20)
d);it) = —wAsen(wt + @) (21)

v(t) = —wAsen(wt + @) 22)

Devido & variacdo do seno entre -1 e +1, a velocidade alcanca seu valor maximo. O

objeto oscila entre as velocidades wA e —wA:

Umax = WA (23)
Para a aceleracdo, derivamos outra vez:
dv(t
© = —w?A cos(wt + @) (24)
dt
A aceleracdo maxima é:
Amax = w?A (25)

Defasagem entre a velocidade e aceleragéo

Aqui pode-se ver que existe uma defasagem entre as func¢des seno e cosseno.

Exemplo: Quando cos(0) = 1, temos que sen(0) = 0. Ou quando sin (g) =1, temos que

cos (g) = 0.

Isso quer dizer que as funcdes estdo defasadas por (g)

Acontece com a velocidade e com a aceleragao:
Quando a aceleracdo for maxima, a velocidade sera minima (zero).

Quando a velocidade for maxima, a aceleracdo sera minima (zero).

Posicéo e fase do MHS
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Figura 2 - Gréfico da funcéo cosseno

=  GeoGebra Calculadora  /V G < oA

LY

Fonte: Geogebra

O gréfico representa uma funcao cosseno, onde o valor atinge 1 quando o argumento é
zero, comecando no valor maximo na origem, e atinge -1 quando o argumento é m. E
fundamental destacar que, ao tragar o grafico para um MHS na representacdo posi¢do x tempo,
os graficos podem ser um pouco distintos devido a dependéncia do argumento da funcdo em
outros fatores.

Figura 3 - Gréfico da funcédo seno

= GecGebio Caleuladora [y Cides - < moo

w L

Fonte: Geogebra

O grafico de uma funcéo seno tem valor 1, quando o argumento da funcéo é g , e valor

0 quando o argumento é 0 ou —m . Na figura 3, temos uma marcagdo: A. Essa é a nossa

amplitude maior distancia atingida em x.
Periodo

O periodo MHS representa o intervalo de tempo necessario para que o sistema complete
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um ciclo completo de oscilagdo. Durante esse ciclo, os graficos da funcao cosseno que descreve
a posicdo em relacdo ao tempo podem assumir uma das duas formas tipicas, dependendo das
condigdes iniciais e da natureza do sistema:

Figura 4 - Representacdo do periodo

ou
Fonte: autoria Propria

Fase

Figura 5 - Representacdo da fase

x(0)=0

Fonte: autoria Propria.

Caso o gréafico ndo comece no 0 ou na amplitude, teremos uma constante de fase ¢ diferente de
0. Entdo, se a funcao for do tipo:
A(t) = Acos(wt + @) (26)

E o valoremt =0 for A, o ideal é fazer:
x(0) = Acos(p) = A, (27)

cos(p) = % (28)
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E assim descobriremos o valor da nossa constante de fase.

A
@ = arccos (70> (29)

3.1 Péndulo Simples

O formato padrdo de um péndulo simples é caracterizado pelo movimento harmdnico,
no qual a posi¢do do péndulo varia em relacdo ao tempo, geralmente oscila de um lado para o
outro em torno de sua posicdo de equilibrio, alcancando pontos maximos (amplitude) e
passando pela posicao de equilibrio no decorrer de seu movimento. Em mecénica, um péndulo
simples € um instrumento que consiste em um corpo de determinada massa, preso a um fio

inextensivel e sem peso que oscila em torno de um ponto fixo [8].

Figura 6 - Péndulo simples

o

Fonte: autoria prépria

Para representar matematicamente a dindmica do movimento do péndulo simples,
recorreu-se ao conhecimento prévio sobre as deducdes de EDOs lineares, usando dados e
parametros fisicos do préprio péndulo. A solucdo serd obtida seguindo técnicas matematicas
especificas para este tipo de equacgdo [14]. Com a finalidade de chegar a EDO que descreve esse
movimento, iniciamos com o diagrama de corpo livre e a identificacdo das forgas atuantes.

Isolando a massa, temos o seguinte:
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Figura 7 - Forcas atuantes no péndulo

T

=l

Fonte: autoria prépria

Determinar a forca resultante, como ndo hd movimento na dire¢do do fio, podemos

decompor o peso nessa direcdo e na direcdo do movimento, perpendicular.

Figura 8 - Decomposicao de forcas atuantes no péndulo

T

Psen(8) e

=l

Fonte: autoria prépria
A forca resultante pode ser expressa como:

Fr = P.sen0 (30)

Aplicando a Segunda Lei de Newton para rotagdes:

T = —L(P sen(0)) (31)
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Analisando a equagdo (31), temos que, L é o comprimento do fio e a distancia da massa
até o centro de rotacdo e Psen(9) faz o péndulo rotacionar, é nitido que P sen(@) é
perpendicular ao fio. Esse sinal negativo vem do fato de que o torque vai sempre querer levar a

massa para posi¢ao mais baixa (quando o fio ficar vertical).

Por outro lado, a segunda lei para rotagcGes diz que:

t=la (32)
Assim
Ia = —LP sen(60) (33)
Séque a = 6
16 = —LP sen(6) (34)
E 0 momento de inércia da massa em relacéo ao eixo de rotacdo é I = mL?
mL?0 = —LP sen(8) = —Lmg sen(8) (35)
6 = —%sen(@) (36)

Mas para pequenos valores de :sen 8 ~ 6
Observacéo: apareceu um seno, so falar que o angulo é pequeno e substitui o seno pelo proprio

angulo. Entdo:

0 (37)

A partir disso vamos chegar na equac¢do do MHS:

0+ w?0=0 (38)
Entéo:
g
2 _9
w? =7 (39)
Assim, o perfodo vai ser dado por: w = \/% =S = ZT” = % (40)

Para grandes valores ndo aproximamos: sen 6 = 6.
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0+ w?senf =0 (41)

Essa ultima equacdo (41) desempenha um papel significativo no norteamento do
trabalho, no proximo tépico, abordaremos a obtencdo do diagrama de fase, que representa o
comportamento do péndulo simples sobre grandes angulos de oscilacdo. Este diagrama
fornecera uma visdo abrangente da dindmica do sistema, enriquecendo ainda mais nossa

compreensédo do fendmeno em estudo.

O periodo vai variar somente com o comprimento e com a gravidade do local.
A solucdo da EDO Eq. 38 ¢ a mesma do MHS:

0(t) = Oppax cos(wt + 0) (42)

A forma mais simples de oscilacdo, o0 movimento harménico simples (MHS), é o
movimento que ocorre quando numa trajetoria retilinea, uma particula oscila periodicamente
em torno de uma posicao de equilibrio sob a acdo de uma forca restauradora, sempre orientada
para a posicdo de equilibrio e de intensidade proporcional a distancia da particula a posicdo de
equilibrio.[14]. Qualquer movimento que se repete em intervalos de tempo iguais constitui um
movimento periddico, que pode sempre ser expresso em funcdo de senos e cossenos, motivo

pelo qual ele é também denominado movimento harménico [6].

3.2 Simulacdo Numérica de grandes Oscilacdes em um Péndulo Simples usando o Método
de Runge-Kutta

Evidentemente, o péndulo simples apresenta uma solucdo analitica para pequenos
angulos. Esse sistema mecanico é constituido por uma massa pontual presa a um fio (que nao
contribui significativamente com massa ao sistema), que realiza oscilagdes em torno de um
ponto de equilibrio sob a influéncia da forca da gravidade. A inovacéo diferencial que descreve
o movimento desse péndulo é conhecida como a Equacdo Diferencial do Péndulo. Essa
descoberta, pode ser resolvida de forma analitica por meio da aplicacdo de técnicas matematicas
avangadas, como a expansdo em serie de Taylor ou 0 método das pequenas oscilagdes.

O método de Runge-Kutta é uma técnica numérica que permite a resolucao de equactes
diferenciais, como as equagdes de movimento do péndulo, aproximando a solucdo passo a

passo. A solucdo depende do numero de passos e do tamanho dos passos escolhidos. Quanto
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mais passos foram utilizados, mais precisa sera a solucdo obtida.

Quando as amplitudes de oscilacdo do péndulo simples sdo grandes, o comportamento
do gréfico sera significativamente diferente em comparacdo com oscilacBes pequenas. Para
grandes amplitudes, o péndulo ndo pode mais ser tratado como um oscilador harmonico
simples, e as equagfes de movimento ndo tém solucgdes analiticas simples.

Em geral, para grandes oscilac@es, é dificil obter solucbes analiticas para as equacdes
de movimento do péndulo simples, e métodos numeéricos, como o0 método de Runge-Kutta, séo
frequentemente utilizados para obter aproximagoes.

De acordo com os pontos discutidos, a EDO que representa a oscilacdo grande é (41)
segue representacdo grafica e o cédigo-fonte utilizado para gerar o grafico esta descrito no
(APENDICE B).

Figura 9 - diagrama de fase para o péndulo simples sob grandes oscilagdes

Fonte: autoria prépria

O diagrama de fase gerado pelo Wolfram Mathematica®, para o péndulo simples sob
grandes angulos de oscilacdo apresenta ciclos limites com trajetérias fechadas de formato
eliptico. Essa representacdo é caracteristica do comportamento periddico e estavel do sistema,
mesmo em amplitudes de oscilagdo significativas. As trajetorias elipticas indicam que o sistema
oscila em torno de pontos fixos no espago de fase, demonstrando um comportamento coerente
e repetitivo. Esses ciclos limites sdo importantes, pois representam solucdes estaveis e

previsiveis do sistema, independentemente das condicdes iniciais.
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4 MOVIMENTO HARMONICO AMORTECIDO

A diferenca essencial em relagdo ao Movimento Harménico Simples (MHS) reside no
fato de que, neste caso, o sistema sofre a influéncia do atrito. O acronimo MHA denota o
Movimento Harménico Amortecido. Consequentemente, uma caracteristica notavel é que o
sistema ndo perpetua sua oscilacao indefinidamente (ndo fica oscilando para sempre), com o
passar do tempo, a forca de atrito retira gradualmente energia do sistema até ele parar. Sob tais

circunstancias, é importante destacar que a energia mecanica do sistema ndo se conserva.
Equacdo do MHA

Agora € necessario incorporar a Segunda Lei de Newton a presenca da forca de atrito.
Vamos examinar o exemplo do sistema massa-mola.

Figura 10 - Sistema massa-mola com amortecedor

k

[
-

C
Fonte: autoria propria

Note que, nesta situacdo, além da presenca da mola com constante elastica k, também
temos um amortecedor com constante de amortecimento C.

Além do amortecedor, ha outros elementos que podem ocasionar atrito no sistema. Se o
bloco estiver imerso em um fluido viscoso, por exemplo, a forca de atrito seria resultante da
resisténcia que o liquido impde ao movimento do bloco. Outro cenario seria uma mola vertical,
onde um disco acoplado a massa sujeitaria a influéncia da resisténcia do ar, gerando uma forca
de atrito. No entanto, em todos esses casos, o calculo da for¢a de atrito segue 0 mesmo principio.

F,t = —cv (43)
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Onde v € a velocidade. Assim como a forca elastica é sempre contraria a posicdo, a forca de

amortecimento (atrito) também é.
Mas atrito ndo era F,, = uN? Sim. No entanto, neste caso, estamos abordando atritos

viscosos, que sdo sempre calculados dessa forma. O atrito mencionado anteriormente é

conhecido como atrito seco. Ao isolar o bloco e analisar as forgas atuantes nele, obtemos:

Figura 11 - Forgas atuantes no bloco

Fe!

Fat

Fonte: autoria prépria

Entdo a forca resultante é:
Fpr=Fg + Fgt (44)

Fat = —cv e F,; = —kx

Observacgdo: vocé também poderia dizer que Fr = —F,; — F,; , mas ai teria

que, Foy =cv eF, = kx

Substituindo na Segunda Lei de Newton:
Fr =ma (45)

—cv — kx = ma (46)
Masa =Xev =x
Entdo :

—Cx — kx = mx 47
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Logo:
mi+cx+kx=0 (48)

Essa € a equacdo do MHA, os coeficientes sdo sempre positivos, caso se tenha algum
negativo, ao examinarmos as forcas presentes no sistema, é crucial nos atentarmos para a
orientacdo dos sinais, seguindo a abordagem ja utilizada no Movimento Harmdnico Simples
(MHS). A singularidade aqui reside na introducdo de um termo adicional na equacgéo, em
comparagdo com o MHS convencional. Sob a premissa de atrito nulo, a equacdo resultante
coincide com a do MHS. Dessa forma, teremos uma EDO de segunda ordem homogénea, cuja

resolucéo requer a analise da equacdo auxiliar correspondente:

mri+cr+ k=0 (49)
Dividindo todo mundo por m:
k
P t—rt—=0 (50)
m m

Agora, chamando% =yewi= %e , vamos calcular o 4 dessa equacao:
A=b?—4ac =y?—-4.1" w} (51)
E entdo temos trés possibilidades:
A>0,A4A=0;,4<0

Em cada caso, temos uma solucdo diferente, entdo vamos analisar cada uma dessas

possibilidades.

Amortecimento supercritico;

Amortecimento critico;
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Amortecimento subcritico;

y
=<
2 S o

Amortecimento supercritico, nesse caso: 4 > 0. Entdo a equacdo auxiliar tem duas raizes reais

e distintas:

mri+cr+ k=0 (52)
k

P2yt —=0 (53)
m m

k
chamando = =y e w2 = =
m m

Lembrando que para 4 > 0. A solucéo é dada por:
x(t) = Cielt + Cyel2t (54)
As constantes c; e ¢, sdo dadas pelas condigdes iniciais de x(0) e x(0) .

O grafico do amortecimento supercritico tem essa cara:

Figura 12 - Amortecimento supercritico

\ t
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Fonte: autoria prépria

Uma soma de exponenciais decrescentes

Amortecimento critico, nesse caso: 4 = 0. Entdo a equacdo auxiliar tem duas raizes reais e
iguais:

k
Pt —rt—=0 (55)
m m
c Y
TERERE TN T T2 (56)
A solucéo é dada por:
x(t) = Cie™ + Cyte™ (57)

Ou, se preferir colocar em evidéncia:

x(t) = (C; + Cyt)e™ (58)

As constantes ¢, e ¢, sdo dadas pelas condicdes iniciais de x(0) e x(0) . O grafico do
amortecimento critico assemelhasse ao do amortecimento supercritico (lembra que r < 0):

Figura 13 - Amortecimento critico

Fonte: autoria propria

Nesse caso decai mais rapidamente nesse caso do que no caso supercritico, mesmo o
amortecimento sendo menor.

Amortecimento subcritico, nesse caso: 4 < 0. Entdo a equacéo auxiliar tem duas raizes
imaginarias:
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c k
r’+—r+—=0 (59)
m m
chamandoizyew(%:%
r2+yr+ wé =0 (60)
( 2
)4
, L= —%+2—/4w0m2 C2= —-— w%—z
r=—=-tiw =1
2 C i y y?2
LFZ__%_Z_ 4w§m2—C2——§+L w(z)—Z

Lembrando que 4 < 0. E a solu¢éo é dada por:

x(t) = Ae_TYt cos(wt + ©) (61)

As constantes A e @ sdo dadas pelas condic¢des iniciais de x(0) e x(0) .
Abaixo encontra-se um exemplo do grafico do amortecimento subcritico:

Figura 14 - Amortecimento subcritico

Fonte: autoria propria

Nesse caso, 0 movimento é oscilatério, mas as amplitudes vdo sendo cada vez
menores, até parar. Vale ressaltar que o amortecimento que faz com o tenda a origem mais
rapidamente € o critico. No fundo, estamos fazendo o mesmo que fizemos com MHS, s6 que
considerando o atrito.

Dizemos que a forca de atrito é sempre da forma:

Fat = _CX (62)
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Depois é s6 substituir na Segunda Lei de Newton:

Fr =ma (63)

Mas se for o caso de ser a Segunda Lei de Newton de rotacéo:
T =l (64)

O torque de atrito é dado por:

Tat = _CB (65)

Seria 0 equivalente da rotacdo: o torque de atrito é proporcional a velocidade angular.

Sera sempre assim a menos que o problema forneca outra expressdo.
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5 PENDULO CRITICAMENTE AMORTECIDO

Um exemplo fundamental que impulsionou a pesquisa, foi o problema 3.3 do livro
"Dinamica Classica de Particulas e Sistemas"[11]. O enunciado desse problema apresenta a
seguinte situacdo: consideramos um péndulo de comprimento [ e um prumo de massa m em sua
extremidade movendo-se em 6leo movendo em Gleo com 8 decrescente. O prumo pesado efetua

pequenas oscilacdes, porém o 6leo retarda 0 movimento do prumo com forca resistiva

proporcional a velocidade com F, ., = Zmﬁ(le) O prumo ¢ inicialmente puxado para trés

emt =0com 6(0) = ae 6(0) =0. Logo, o enunciado pedia para que determinasse 0

deslocamento angular 8(t) e a velocidade 6 (t) como funcdo do tempo.

Figura 15- Péndulo do Exemplo 3.3

35\mg sen@
Fonte: [11]

Solucdo: A gravidade possui uma froca de restauracdo e a componente que puxa o prumo de

volta ao equilibrio ¢ mg sen 8. Aplicando a segunda lei de newton temos:

Forca = m(lf) = Forca de restauracio + Forca resistiva
E fundamental destacar que a forca de restauracdo é um conceito central em funcdes
oscilatorias. Essa forga, muitas vezes representada como F,.., € uma forca direcionada para o
ponto de equilibrio ou posi¢do de seguranga de um sistema apos ser deslocado de sua posi¢éo
inicial. Em um movimento oscilatério, a forca de restauracdo surge como resultado de
deformac6es, deslocamentos ou perturbacfes no sistema, e sua magnitude é proporcional a

magnitude do deslocamento em relagdo a posicao de equilibrio.
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Esta forca € de natureza restaurada, pois é de maneira oposta a posi¢do da posicdo de
equilibrio. Em um péndulo simples, por exemplo, a forca de restauracdo é diretamente
proporcional ao angulo de deslocamento do péndulo da vertical. Para muitos sistemas, a lei de
Hooke é comumente utilizada para modelar essa relacdo, onde a forgca de restauracdo, €

proporcional ao deslocamento (x), expressa:
Fes = —k-x (66)

Até 0 momento, vimos somente sistemas em MHS, onde ndo ha a presenca de nenhuma
forca dissipativa de energia (Forca resistiva) O que ocorrera quando hd uma segunda forca
atuando no sistema, como um atrito. Na natureza, o que sempre observamos € que as oscilacdes
ndo duram para sempre, ou seja, perderdo energia ao longo do tempo. Para entender os efeitos
de uma forca dissipativa em um sistema oscilante, precisamos, inicialmente, expressar
matematicamente essa forca. A forma mais simples de modelar uma forca de atrito é pensar que
essa forca é uma forca viscosa. Nesse caso, podemos modelar a forga seguindo a Lei de Stokes
[3], dada por:

F,=—-b.v (67)

Onde b = Zm\/% € uma constante que depende do meio (relacionado a sua viscosidade) e v € a

velocidade. Teremos:
mlf = —mgsen6 — bl (68)

Dividindo tudo por ! e isolando 6:

.. b .
Hz—gsene——ﬁ (69)
[ m
. b .
G+-6+Zseno=0 (70)
m [
6 +7y0 + w3.send = 0 (71)

A equagdo (71) ¢ a equagdo diferencial que ird descrever um sistema com atrito. A
b .. . o ~ . A
constante y = — foi inserida somente para simplificar a equagdo e w, ¢ a frequéncia angular

natural do sistema.
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temos:

b: Representa coeficiente de arrasto.
m: Representa d massa.

g: E a aceleracéo devido a gravidade
I: E o comprimento do péndulo.

Ao abordar o problema 3.3 apresentado por Marion, deparamo-nos com uma equagao
diferencial que descreve o sistema em estudo. Optamos por analisar cada condicdo de
amortecimento, compreendendo que, devido a complexidade da EDO associada a (Equagao
71), a obtencao de solugcdes analiticas nao ¢ viavel.

Diante dessa limitagao analitica, recorremos ao Método de Runge-Kutta para sintetizar
os comportamentos dindmicos dos trés casos distintos de amortecimento. Este método numérico
revela-se fundamental para explorar e representar as solugdes ao longo do tempo, oferecendo

uma abordagem eficaz na auséncia de solugdes analiticas diretas.

5.1 Amortecimento subcritico

O amortecimento subcritico apresenta desafios Unicos, exigindo uma abordagem
robusta e precisa. O Método de Runge-Kutta, escolhido estrategicamente, permitiu-nos alcancar
resultados que atendem ndo apenas as expectativas, mas também superam as complexidades
inerentes ao problema proposto.

Os beneficios deste método incluem ndo apenas a obtencdo de resultados precisos, mas
também a flexibilidade e adaptabilidade para lidar com variacdes nos parametros e condi¢Ges
iniciais. 1sso confirma a escolha acertada do Método de Runge-Kutta para a resolu¢ao numérica
deste desafio especifico.

Caracterizado por: w3 >y
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Figura 16 - Solucdo numérica amortecimento subcritico

0(t)

Fonte: autoria prépria
No contexto do amortecimento subcritico, destacamos trés aspectos fundamentais:

Atenuacdo Gradual das OscilacBes: O grafico evidencia a presenca de oscilacdes
amortecidas, caracterizadas por uma atenuacdo gradual ao longo do tempo. Essa caracteristica
é indicativa do efeito do amortecimento subcritico, que reduz progressivamente a amplitude das
oscilagGes, mas néo as elimina completamente.

Tempo de Estabilizacdo: Uma andlise temporal revela o periodo necessario para que o
sistema atinja a estabilidade. Notamos que, embora as oscilacdes diminuam, o sistema requer
um tempo finito para alcancar uma condicdo de equilibrio. Essa observacdo € crucial para
compreender o comportamento dindmico do sistema ao longo do tempo.

Resposta do Sistema a Condic¢es Iniciais: O grafico destaca a influéncia das condigdes
iniciais no comportamento do sistema. Pequenas variacBes nas condigdes iniciais podem
resultar em trajetdrias distintas, ressaltando a sensibilidade do sistema as condiges iniciais em

um contexto de amortecimento subcritico.

5.2 Amortecimento critico

Visando compreender como sistemas submetidos a essa condi¢do especifica evoluem
ao longo do tempo, e os resultados obtidos sdo dignos de destaque. Uma observagao primordial
¢ a rapidez com que a solugdo com amortecimento critico decai em dire¢cdo ao repouso. O
grafico gerado pelo Método de Runge-Kutta exibe um notavel declinio nas oscilagoes,
indicando uma convergéncia eficaz para a estabilidade. Esse fenomeno revela a capacidade
singular do amortecimento critico em dissipar a energia do sistema de forma acelerada,
proporcionando uma resposta mais veloz em dire¢do ao estado de repouso.

O Meétodo de Runge-Kutta, escolhido estrategicamente para lidar com esta EDO

complexa, permitiu uma andlise detalhada das nuances do comportamento do sistema. A
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solucdo obtida ndo apenas confirma a eficdcia do método numérico, mas também destaca a
importancia pratica desses resultados.

Caracterizado por: w3 =y

Figura 17 - Solucdo numérica amortecimento critico

a(t)
0.5-\

A

0.3
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0.1

Fonte: autoria propria

5.3 Amortecimento supercritico

O destaque principal reside na observacao de que, nos casos de amortecimento critico e
supercritico, a solucdo exibe um decaimento mondtono em dire¢do ao repouso, sem oscilacdes.
O grafico gerado pelo Método de Runge-Kutta revela claramente uma trajetoria descendente
consistente, indicando uma estabilidade robusta e um rapido retorno ao estado de equilibrio.

Caracterizado por: wg <y

Figura 18 - Solucdo numérica amortecimento supercritico

o(t)
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0.2

Fonte: autoria propria

Os resultados numéricos obtidos através do Wolfram Mathematica® ilustram os trés
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diferentes casos de amortecimento no péndulo simples. A representacdo grafica desempenhou
um papel crucial em nossa pesquisa, fornecendo insights visuais valiosos sobre o

comportamento dindmico do sistema.

Figura 19 - Os trés casos de amortecimento
0(0)

Fonte: autoria propria

O grafico explica a razdo dos nomes dados aos trés casos:
* O tnico dos trés casos que € oscilatorio ¢ o do amortecimento subcritico;

* Os casos de amortecimento critico e supercritico levam a um decaimento monétono (sem

oscilagdes) em dire¢dao ao repouso;
* A solugdo com amortecimento critico ¢ a que decai mais rapidamente em dire¢ao ao repouso;

+ O nome “critico” vem do fato de que ¢ para o valor do pardmetro y deste caso (Y = w3) que o
comportamento de decaimento do corpo em dire¢do ao repouso deixa de ser oscilatdrio e passa

a ser monotono (exponencial).

Cada grafico, gerado com o auxilio do Método de Runge-Kutta no Wolfram
Mathematica®, reflete detalhes especificos da resposta do péndulo diante das variacdes de
amortecimento. A precisdo visual desses resultados destaca a eficacia tanto do método
numérico quanto do software utilizado. Nosso objetivo também é mostrar o codigo-fonte que
esta descrito nos apéndices C, D e E. Este cddigo oferece uma base solida para compreender e
replicar as simulacfes realizadas, promovendo a transparéncia e a reprodutibilidade dos

resultados apresentados.
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6 CONCLUSAO

Ao empregar o software Wolfram Mathematica ®, conduzimos uma pesquisa voltada
para a obtencdo e andlise de graficos representativos do comportamento do péndulo simples,
especialmente quando submetido a grandes oscilagdes e variagdo no amortecimento. No &mago
dessa investigacdo, 0 Método de Runge-Kutta desempenhou um papel central e instrumental na
obtencéo de resultados precisos e na validacdo da eficiéncia do software.

Os graficos gerados pelo Mathematica ®, utilizando o Método de Runge-Kultta,
ofereceram uma representacédo visual clara e detalhada das oscilag@es do péndulo simples em
diferentes cenarios de amortecimento. Notavelmente, a flexibilidade e poténcia do Mathematica
possibilitaram a implementagédo eficaz do Método de Runge-Kutta de quarta ordem (RK-4),
destacando-se em rela¢do a métodos de ordem inferior, como RK-1 e RK-2.

Nos trés casos de amortecimento - subcritico, critico e supercritico - o0 Mathematica ®,
aliado ao RK-4, demonstrou uma capacidade excepcional de lidar com as complexidades das
equac0es diferenciais nao lineares do péndulo simples. A preciséo dos resultados alcancados,
especialmente quando comparados com as solugdes analiticas conhecidas, ressalta a eficacia do
método na modelagem de sistemas dindmicos complexos.

Além disso, a facilidade proporcionada pelo Mathematica ® na representacao grafica,
expressoes algébricas e resolucdo numérica foi crucial para a interpretacédo dos resultados e para
0 éxito da pesquisa. A capacidade de visualizar e analisar diretamente os graficos gerados no
Mathematica fortaleceu a confiabilidade e a compreenséo dos resultados obtidos.

Portanto, concluimos que a aplicacdo do Método de Runge-Kutta no Wolfram
Mathematica ® ndo apenas atendeu, mas excedeu as expectativas na analise do péndulo simples
com grandes oscilagdes e variagdo do amortecimento. A combinagdo dessas ferramentas
computacionais demonstrou ser uma abordagem eficiente e confiavel para lidar com problemas
fisicos complexos, fornecendo insights valiosos e abrindo caminho para futuras investigacdes

em sistemas dindmicos similares.
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APENDICE B- APLICACAO DO RK-4 PARA A EQUACAO 41

In[1]:= (* Rotina do Método de Runge-Kutta *)
In[2]:= (* Gravidade *)

In[3]:=g=9.81;

In[4]:= (* Comprimento do fio *)
In[5]:=1=1.2;

In[6]:= (* Frequéncia natural *)

In[7]:= COOZM;

In[8]:= (* Angulo inicial *)

In[9]:= 0=0.5;

In[10]:= (* Massa *)

In[11]:= m=1.5;

In[14]:= (* Intervalo de varredura *)
In[15]:= a=0;

In[16]:=b=15;

In[17]:= (* Tamanho do passo *)
In[18]:=h=0.01;

In[19]:= (* "Fatiamento" do intervalo *)
In[20]:= L=(b-a)/h;

In[21]:= (* Rotina do Método de Runge-Kutta de 4a ordem para as duas fungdes *)

In[22]:= Do[x[n]=n*h,{n,0,L}]
y[0]=a;
z[0]=0;
Flx .,y ,z |=z
G[X_ay_az_]: 'wSSIH[y]s
Dol {
k1=h*F[x[n],y[n],z[n]],
t1=h*G[x[n],y[n],z[n]],
k2=h*F[x[n]+h/2,y[n]+k1/2,z[n]+k1/2],
t2=h*G[x[n]+h/2,y[n]+t1/2,z[n]+t1/2],
k3=h*F[x[n]+h/2,y[n]+k2/2,z[n]+k2/2],
t3=h*G[x[n]+h/2,y[n]+t2/2,z[n]+t2/2],
k4=h*F[x[n]+h,y[n]+k3,z[n]+k3],
t4=h*G[x[n]+h,y[n]+t3,z[n]+t3],
y[n+1]=y[n]+(k1/6+k2/3+k3/3+k4/6),
z[n+1]=z[n]+(t1/6+t2/3+t3/3+t4/6)},
fn,0,L}]
In[23]:= Grafico=ListLinePlot[ {Table[ {y[n],z[n]},{n,0,240}]}]
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APENDICE C - CODIGO DO PENDULO COM AMORTECIMENTO SUBCRITICO

In[1]:=Resolugdo da EDO, Eq. 3.46 - Caso w3 >y --> Subcritico

In[2]:= (* solan=DSolve[{ 0"[t]==-(g/1) Sin[6[t]]-ba/(m 1"2) O'[t]},0[t].t] *)
In[3]:= (* Rotina do Método de Runge-Kutta *)

In[4]:= (* Constantes: gravidade, comprimento do fio *)

In[5]:= (* Gravidade *)

In[6]:= g=9.81,

In[7]:= (* Comprimento do fio *)

In[8]:=1=1.2;

In[9]:= (* Frequéncia natural *)

IN[10]:= wo :\/%;

In[11]:= (* Constante de amortecimento *)

In[12]:= ba=0.5;

In[13]:= (* Massa *)

In[14]:= m=1.5;

In[15]:= (* Parametro de amortecimento *)

In[16]:= y=ba/m

0.333333

IN[17]:= wo?

6.8125

In[18]:= (* Angulo inicial *)

In[19]:= 0=0.5;

In[20]:= (* Intervalo de varredura *)

In[21]:= a=0;

In[17]:= b=15;

In[18]:= (* Tamanho do passo *)

In[19]:= h=0.01,

In[20]:= (* "Fatiamento" do intervalo *)

In[21]:= L=(b-a)/h;

In[22]:= (* Rotina do Método de Runge-Kutta de 4a ordem para as duas func@es *)

Do[x[n]=n*h,{n,0,L}]

y[0]=a;

z[0]=0;

FIx_y_ .z ]=z;

G[X_,y_,Z_]: - 0)02 Sm[y]' Y Z

Do[{
k1=h*F[x[n].y[n].z[n]],
t1=h*G[x[n].y[n].z[n]],
k2=h*F[x[n]+h/2,y[n]+k1/2,z[n]+k1/2],
t2=h*G[x[n]+h/2,y[n]+t1/2,z[n]+t1/2],
k3=h*F[x[n]+h/2,y[n]+k2/2,z[n]+k2/2],
t3=h*G[x[n]+h/2,y[n]+t2/2,z[n]+t2/2],
k4=h*F[x[n]+h,y[n]+k3,z[n]+k3],
t4=h*G[x[n]+h,y[n]+13,z[n]+t3],
y[n+1]=y[n]+(k1/6+k2/3+k3/3+k4/6),
z[n+1]=z[n]+(t1/6+1t2/3+t3/3+t4/6)},{n,0,L}



APENDICE D - CODIGO DO PENDULO COM AMORTECIMENTO CRITICO

In[1]:=Resolugdo da EDO, Eq. 3.46 - Caso w§ =7y --> critico

In[2]:= (* solan=DSolve[{ 8"[t]==-(g/1) Sin[0[t]]-ba/(m 1°2) O'[t]},0[t],t] *)
In[3]:= (* Rotina do Método de Runge-Kutta *)

In[4]:= (* Constantes: gravidade, comprimento do fio *)

In[5]:= (* Gravidade *)

In[6]:= 9g=9.81;

In[7]:= (* Comprimento do fio *)

In[8]:=1=1.2;

In[9]:= (* Frequéncia natural *)

IN[10]:= wo :\/%;

In[11]:= (* Constante de amortecimento *)

In[12]:= ba=12.2625;

In[13]:= (* Massa *)

In[14]:= m=1.5;

In[15]:= (* Parametro de amortecimento *)

In[16]:= y=ba/m

8.175

IN[17]:= wo?

6.8125

In[18]:= (* Angulo inicial *)

In[19]:= 0=0.5;

In[20]:= (* Intervalo de varredura *)

In[21]:= a=0;

In[17]:= b=50;

In[18]:= (* Tamanho do passo *)

In[19]:= h=0.01;

In[20]:= (* "Fatiamento" do intervalo *)

In[21]:= L=(b-a)/h;

In[22]:= (* Rotina do Método de Runge-Kutta de 4a ordem para as duas fungdes *)

Do[x[n]=n*h,{n,0,L}]

y[0]=a;

z[0]=0;

FIx_y_ .z ]=z;

GIx_y_.z_]= - o’ Sin[y]-vy z

Do[{
k1=h*F[x[n].y[n].z[n]],
t1=h*G[x[n].y[n].z[n]],
k2=h*F[x[n]+h/2,y[n]+k1/2,z[n]+k1/2],
t2=h*G[x[n]+h/2,y[n]+t1/2,z[n]+t1/2],
k3=h*F[x[n]+h/2,y[n]+k2/2,z[n]+k2/2],
t3=h*G[x[n]+h/2,y[n]+1t2/2,z[n]+t2/2],
k4d=h*F[x[n]+h,y[n]+k3,z[n]+k3],
t4=h*G[x[n]+h,y[n]+t3,z[n]+t3],
y[n+1]=y[n]+(k1/6+k2/3+k3/3+k4/6),
z[n+1]=z[n]+(t1/6+t2/3+t3/3+14/6)},{n,0,L}]
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APENDICE E - CODIGO DO PENDULO COM AMORTECIMENTO SUPERCRITICO

In[1]:=Resolucdo da EDO, Eq. 3.46 - Caso w3 <y --> supercritico
In[2]:= (* solan=DSolve[{ 0"[t]==-(g/1) Sin[0[t]]-ba/(m 1"2) O'[t]},0[t],t] *)
In[3]:= (* Rotina do Método de Runge-Kutta *)

In[4]:= (* Constantes: gravidade, comprimento do fio *)

In[5]:= (* Gravidade *)

In[6]:= g=9.81;

In[7]:= (* Comprimento do fio *)

In[8]:=1=1.2;

In[9]:= (* Frequéncia natural *)

In[10]:= wo =\@;

In[11]:= (* Constante de amortecimento *)

In[12]:= ba=70;

In[13]:= (* Massa *)

In[14]:= m=1.5;

In[15]:= (* Pardmetro de amortecimento *)

In[16]:= y=ba/m

46.6667

IN[17]:= wo?

6.8125

In[18]:= (* Angulo inicial *)

In[19]:= 0=0.5;

In[20]:= (* Intervalo de varredura *)

In[21]:= a=0;

In[17]:= b=15;

In[18]:= (* Tamanho do passo *)

In[19]:= h=0.01;

In[20]:= (* "Fatiamento™ do intervalo *)

In[21]:= L=(b-a)/h;

In[22]:= (* Rotina do Método de Runge-Kutta de 4a ordem para as duas funcdes *)

Do[x[n]=n*h,{n,0,L}]

y[0]=a;

z[0]=0;

FIx_y_ .z ]=z;

GIx_y_.z_]= - o’ Sin[yl-y z

Do[{
k1=h*F[x[n].y[n].z[n]],
t1=h*G[x[n]y[n].z[n]],
k2=h*F[x[n]+h/2,y[n]+k1/2,z[n]+k1/2],
t2=h*G[x[n]+h/2,y[n]+t1/2,z[n]+t1/2],
k3=h*F[x[n]+h/2,y[n]+k2/2,z[n]+k2/2],
t3=h*G[x[n]+h/2,y[n]+t2/2,z[n]+t2/2],
k4=h*F[x[n]+h,y[n]+k3,z[n]+k3],
t4=h*G[x[n]+h,y[n]+t3,z[n]+t3],
y[n+1]=y[n]+(k1/6+k2/3+k3/3+k4/6),
z[n+1]=z[n]+(t1/6+t2/3+t3/3+14/6)},{n,0,L}



