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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo estudar e comparar a dinamica dos sistemas de péndulos
simples e duplos através dos formalismos newtoniano e lagrangiano. Ambas as abordagens
oferecem perspectivas distintas sobre a mecénica classica: o formalismo newtoniano,
baseado na mecanica vetorial e nas forcas, contrasta com o formalismo lagrangiano, que
se baseia em coordenadas generalizadas e principios de energia. Ao derivar as equagoes
de movimento para os péndulos simples e duplos usando esses métodos, analisamos a
estrutura matematica e os insights fisicos que cada abordagem fornece. Adicionalmente,
foi implementado um experimento simples para ilustrar o comportamento dos sistemas,
enfatizando diferencas de complexidade e eficiéncia entre os dois formalismos quando
aplicados a sistemas nao lineares como o péndulo duplo. Este estudo visa destacar a

equivaléncia teorica e pratica dos dois métodos.

Palavras-chave: Formalismo de Lagrange, Formalismo newtoniano, Mecanica classica;



ABSTRACT

This work aims to study and compare the dynamics of single and double pendulum
systems through the Newtonian and Lagrangian formalisms. Both approaches offer distinct
perspectives on classical mechanics: Newtonian formalism, based on vector mechanics and
forces, contrasts with Lagrangian formalism, which is based on generalized coordinates and
energy principles. By deriving the equations of motion for single and double pendulums
using these methods, we analyze the mathematical structure and physical insights that
each approach provides. Additionally, a simple experiment was implemented to illustrate
the behavior of the systems, emphasizing differences in complexity and efficiency between
the two formalisms when applied to nonlinear systems such as the double pendulum. This

study aims to highlight the theoretical and practical equivalence of the two methods.

Keywords: Lagrange formalism, Newtonian formalism, Classical mechanics;
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1 INTRODUCAO

O estudo do movimento de sistemas mecanicos ¢ um tema crucial na fisica classica,
com uma vasta exploracdo em conhecimento e pesquisa tanto em contextos praticos
quanto educacionais. Entre os diversos temas estudados estao os péndulos, que oferecem
formas relativamente simples de compreensao, entendimento e abordam em alguns casos
comportamento dinamico e cadtico, além de serem utéis na introdugao de conceitos de
fisica basica. Para a descricdo da dindmica desses sistemas, existem diferentes formas
de abordagens matematicas. A mecéanica newtoniana é caracterizada pela formulacao
em termos de forga e aceleracao. Ja a mecanica lagrangeana é por meio do principio
variacional, que aborda uma alternativa baseada em energia.

Lagrange reuniu todos os desenvolvimentos na mecanica newtoniana no século
apos a morte de Newton e os reformulou na mecanica lagrangiana. Foi apresentado
uma sintese de tudo o que se passou nesse periodo com base em seu préprio sistema
matematico, que descrevia os limites de um sistema mecéanico em termos de todas as
variagoes que podiam acontecer, sua equagoes relacionam a energia cinética de um sistema
as suas coordenadas generalizadas, forgas generalizadas e tempo (BROOKS, 2011). As
formulacoes Lagrangeana e Hamiltoniana da mecéanica sao completamente equivalentes as
de Newton, mas fornecem solugoes drasticamente mais simples para muitos problemas, e
sao também o ponto de partida para muitos dos desenvolvimentos modernos (TAYLOR,

2013).
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2 AS LIMITACOES DA MECANICA NEWTONIANA E O
SURGIMENTO DO FORMALISMO DE LAGRANGE

Mecanica é o estudo de como as coisas se movem: como os planetas se movem ao
redor do sol, ou como um elétron se move em torno do nicleo de um atomo. Pelo que
sabemos, os gregos foram os primeiros a pensar sobre a mecanica, ha mais de dois mil anos, e
a mecanica grega representa um passo na evolucao da ciéncia moderna. Entretanto as ideias
gregas eram, de acordo com os padroes modernos, seriamente falhas. O desenvolvimento
da mecénica como a conhecemos, teve inicio com os trabalhos de Galileu (1564 - 1642) e
Newton (1642 - 1727), e é a formulagao de newton, com as sua trés leis do movimento que
foi o ponto de partida para a mecénica classica (TAYLOR, 2013).

Todas as leis abrangem as leis de conservacao de energia, momentum e momentum
angular. A segunda lei e a terceira sao mencionadas em seu famoso livro: Philosophiae
Naturalis Principia Mathematica (Principios Mateméticos de Filosofia Natural), publicado
em 1687. Praticamente desde a sua formulacao com base nos principios, as trés leis do
movimento vem sendo alvo de controvérsias, quanto ao seu contetuido fisico e consisténcia
légica, gerando propostas de reformulacao da versao tradicional com o intuito de escapar
as criticas (CARTWRIGHT; PIRO, 1992). A mecénica Newtoniana foi um marco para a
fisica, pois demonstrou como a natureza se comportava, definiu cada aspecto do movimento
dos corpos celestes, estabelecendo leis imutaveis, evidenciando os trabalhos de Galileu,
Copérnico e Kepler. Porém, para sistemas com diversas particulas, a mecanica newtoniana
exigia o cdlculo das forcas internas entre essas particulas, o que podeira tornar a equagao
do movimento mais complexa, sendo assim algo bastante limitante para a mecanica new-
toniana. Contudo, até hoje o trabalho de Sir Isaac Newton, possui bastante credibilidade,
especificamente, a lei da gravitagao universal, onde os astronomos ganharam mais uma
ferramenta para auxiliar nos seus estudos de observagao sobre a movimentacao de um
corpo a cerca de uma determinada posi¢ao no espago.(TAYLOR, 2013).

Essa limitagdo na mecanica classica foi preenchida por Lagrange por meio do seu
formalismo, que permitiu escrever as equagdes do movimento a partir de uma tnica fungao
escalar. Porém, o conhecimento cientifico estd sempre sujeito a mudancas, uma nova
forma de resolver um determinado problema pode surgir, ou uma visao diferente acerca da
natureza pode levar para um novo patamar. Assim, se deu com a mecanica newtoniana,
que sofreu com algumas limitagoes, ocasionando sua reformulacao pelos matematicos Euler,
Lagrange e Hamilton (BROOKS, 2011).

Embora a mecanica classica tenha sido substituida pela mecéanica relativistica
e pela mecanica quantica em seus respectivos dominios, ha, ainda, uma vasta gama de
problemas e topicos interessantes, nos quais produz uma descricao completa e acurada dos

possiveis movimentos. Com o advento da teoria do caos nas tltimas décadas, a pesquisa
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em mecanica cléssica se intensificou (BROOKS, 2011). Na mecénica Newtoniana existem
diversas aplicagdes e maneiras de solucionar problemas fisicos, aqui vem-se apresentar os
dois formalismos. Muitos fendmenos da natureza tém a mesma forma matematica que
a forca de uma mola, a mecanica Newtoniana pode ser incorporada na conhecida lei de
Hooke, onde pode-se calcular a deformacao de uma mola, na qual uma forca restauradora
tende a fazé-la a voltar o seu estado natural. A forga elastica é uma importante aplicacao
das leis de Newton, que possibilita compreender a terceira lei: agao e reacao (LEMOS,
2007).
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3 CALCULO DAS VARIACOES

O célculo de variagoes é um problema matematico que consiste em buscar maximos
e minimos de func¢oes continuas definidas sobre algum espago funcional. Os problemas

que envolvem maximos e minimos de fung¢oes sdo chamados na literatura de problemas
variacionais (LEMOS, 2007).

Os problemas que envolvem maximos e minimos de fungoes sao dados dois pontos

(t,y) e (t,y) no plano, determinar a curva de menor comprimento que as une.

y:[t,t] — Ryy(t) = y;9(t) = m (1)

Onde y é uma funcao continuamente diferenciavel.

T)= [ U+ e ¢

Um dos problemas ao calculo variacional é o de encontrar uma func¢ao y=y(x), satisfazendo

as condigoes de contorno y(x1)=yl e y(x2)=y2 que faga com que o funcional

) = [ fa.y.y)da 3)

onde f(x,y,y’) é uma fungao classe cl, tenha valor minimo ou maximo. Esse processo é

chamado de minimizar ou maximizar o funcional.

3.1 O PROBLEMA DA BRAQUISTOCRONA

O problema inaugural e mais célebre do calculo das variagoes é o da linha de
deslizamento mais rapido, ou braquistocrona, proposto como desafio aos matematicos
europeus, em 1696, por Johann Bernoulli e resolvido, muito antes do aparecimento da
equacao de Euler, pelo proprio desafiador e, independentemente, por I’Hopital, jakob
Bernoulli, Gottfried Leibnitz e Isaac Newton!. O problema consiste em determinar a
curva unindo dois pontos dados P e (), nao pertencentes a uma mesma reta vertical, que
possua a propriedade de que, sob a agdo da gravidade, uma particula deslize (sem atrito)
ao longo dela no menor tempo possivel (LEMOS, 2007). Escolhamos a origem no ponto P
e orientemos o eixo y verticalmente para baixo. Depois de cair uma altura y o médulo da
velocidade da particula ¢ & = v = /2gy. Usando ds = /1 + y”2dz, o tempo gasto para
deslizar da posigao P = (0,0) até Q = (zo,v0) é:

Ty = /Q L 1/0960 <+y/2>édfc,y(0) = 0,y(w0) = Yo

P v 2g Y

Na noite de 29 de janeiro de 1697, quando recebeu a carta-desafio, Newton ndo dormiu até resolver
o problema, oque se deu por volta de quatro horas da manha. Em seguida, a solugao foi remetida
anonimamente para bernoulli. Ao ler a solugdo chegada da inglaterra, Johann Bernoulli, segundo suas
préprias palavras, reconheceu imediatamente o seu auto como se reconhece o ledo por sua pata.



20

A resolucao deste problema é facilitada pela escolha de y como varidvel independente e da

curva na forma z(y). Neste caso, com 2’ = ?TZ
1
1 v (1422
Tx:—/ dy,z(0) =0,z =x
=5 [ (255 det0) = 0catm) =
Para o problema assim formulado tem-se f(x,2’,y) = /(1 + 2/2)/y e é a equagdo de Euler

que permite uma primeira integracao imediata:

5f_d<f9f>_0%5f_ z’
or’

Jr dx B o' y(1+2?) =G

Onde (] é uma constante arbitraria. KEsta tltima equacao integra-se mais facilmente
introduzindo-se o parametro t através da equagao ' = tant. Entao, com Cy = 1/C%,
tan’t Cy
= Cy——n = Cysen’t = —(1 — cos2t);
Y= et T 2 ( )

C
dx = tantdy = 2Cysen’tdt = Cy(1 — cos2t)dt — x = ?2(275 — sen2t) + Cs

Tendo em conta que C5 = 0 por que y = 0 para x = 0, e fazendo 0 = 2t, resultam nas

equagoes paramétricas de uma familia de cicloides:

z = C(0 — senb)
y = C(1 — cosb)

A constante C' = (Cy/2 é determinada pela condigao de que a curva passe pelo ponto

Q) = (z0,Yyo). Portanto, a braquistécrona é um arco de cicléide.

Figura 1: Gréfico referente a Braquistocrona

-|'|'|I".|I i

Fonte: Andrade Filho (2015)
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4 FORMALISMO DE LAGRANGE

O formalismo de Lagrange permite obter as equag¢oes de movimento de um modo
elegante e sistematico ao definir os métodos baseados nas leis de Newton. Este formalismo
nao exige a identificacao das forgas envolvidas, o que torna a anélise mais abstrata. Contudo,
é possivel simplificar o tratamento de sistemas de maior complexidade, especialmente,
quando nao ¢é relevante a determinacao das forgas associadas as restri¢coes ao movimento
das suas particulas (LEMOS, 2007).

As coordenadas generalizadas foi o primeiro exemplo, em que se aplicou o forma-
lismo de lagrange é utilizado é em coordenadas generalizadas, a posicdo de uma particula
fica definida pelo seu raio vetor de posicao 7, cujas componentes sao as suas coordenadas
cartesianas x,y e z. Para um sistema de N particulas, serdo necessarias N raios vetores de
posi¢ao, ou seja, 3N coordenadas. Porém, é possivel conhecer a posicao de determinados
sistemas a partir de um nimero de variaveis inferior a 3/N. Se uma particula for obrigada
a mover-se sobre uma superficie de uma esfera, ou sobre o plano xy, precisa-se de 2
parametros para definir sua posicao no espacgo. Caso a particula se desloque ao longo de
uma linha conhecida, a sua posicao ficard especificada de uma tnica variavel (LEMOS,
2007).

Na formulagao da mecanica lagrangeana, cada sistema mecanico é caracterizado por
uma determinada funcao, no caso geral, esta funcao depende das coordenadas generalizadas
(q), das suas derivadas temporais( ¢) e também do tempo (¢). Esta fungao designa-se

lagrangeana do sistema, sendo representada habitualmente por:

L(q,4,t)

A lagrangena pode ser escrita na forma:

L=T-U

Onde T é a soma das energias cinéticas das particulas do sistema e U a sua energia

potencial, onde se incluem os efeitos de todas as forgas conservativas.
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5 EQUACAO DE EULER-LAGRANGE

A integral com essa forma:

[ A,y @) do

onde y(x) é ainda uma curva desconhecida ligando os pontos isto é:

y(z1) =0
y(332) = Y2

Todas as curvas possiveis ou seja, ligando os pontos 1 e 2. O caminho y = y(x)

entre os pontos 1 e 2 é o menor caminho, aquele para o qual a integral § é um minimo.

x2 x2
5=/1 fly, v, z] dx =/1 fly+oan,y +an',z) dx

Para derivar em relacao a n observe que a no integrando f, logo, torna-se necessario

efetuar o seguinte céalculo

Ofly+any +an,x)  Of +n ,0f
Ox 83/ 83/
e, para
dfé
da

que deve ser zero.

A 20 2 9 )
da Ju aid‘x:/m <”af+ a;> O:/x 77(95)0/]; v [”(x)aﬂ

d 8f
_/ dx (9y oy

2 8]" 2 0 af
[ e == [Taor g (55 ) a

Substituindo, obtemos

2L 9 @

Essa ¢ a equacao de Euler-Lagrange, em homenagem ao matematico suico Leonard
Euler e ao fisico e matematico franco-italiano Joseph Lagrange, que permite determinar o

caminho para encontrar como resultado, a integal de § é um extremo.
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5.1 EQUIVALENCIA ENTRE AS EQUACOES DE NEWTON E LAGRANGE

Nesta sec¢ao, foi considerado o estudo do movimento de uma particula, as coorde-
nadas generalizadas estao trabalhando em um sistema de coordenadas retangulares. A
equacao (5) vai evoluir para equacao (6), a langrangiana é definida como a diferenga da

energia cinética(T) e a energia poténcial(U).

OL d (0L
dg;  dt <8%> =0 (5)
oL d (0L

L=T-U (7)

Substituindo a equacao (5) pela equacdo (6), evoluio para a equagdo (7). Conside-
rando o sistema de coordenadas retangulares em um sistema de conservativo, a energia

cinética (T) depende da velocidade e a energia poténcial (U) depende da posicao.

ar - U) d[ﬂT—UW_O (8)

T = T(&) (9)

Segue abaixo as derivadas parciais. As derivadas (7) e (8) foram substituidas na

equagao (5) que evolui para a equagao (9).

gizo (11)
SZZO (12)

‘gf ‘2@9 =0 (13)
—§Z=:Z(3£) (14)
=2 (15)
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d (0T d o (&1 .
i (m:) = &, (Z zm‘?) (16)

d(or\ d, .. .

Podemos reeorganizar as equagoes (14), (15) e (17) que evolui para equagao (18),

onde a forca é igual a taxa de variagdo temporal da quantidade de movimento linear.
F, =P, (18)

Foi utilizado o forrmalismo lagrangiano para a obtencao do pricipio fundamental
da dinamica de acordo com a visao newtoniana, isso mostra que as equacoes de Newton e

Lagrange sao equivalentes (THORNTON; MARION, 2011).
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5.2 O PENDULO SIMPLES PELO FORMALISMO NEWTONIANO E LA-
GRANGEANO

O péndulo consiste de um corpo de massa (m) suspenso a partir de um pivd por
uma corda de comprimento [. Supde-se que a corda nao possui massa e que 0 movimento
oscilatorio do péndulo ocorre em um plano e nao ha resisténcia do ar. Podemos descrever
a posicao da massa (m) usando coordenadas cartesianas (z,y). Neste caso, devemos
notar que x e y nao sao completamente independentes , pois a massa nao pode mover-se
livtemente mas esta sempre presa a corda de comprimento [. Matematicamente, isso
significa que existe o vinculo (THORNTON; MARION, 2011).

Figura 2: Péndulo Simples

Fonte: Elaborada pelo autor (2024)

2?42 =12

Por causa disso, o péndulo tem na verdade apenas um grau de liberdade. Quando

x muda, a variagdo em y estd completamente determinada pela equagao (33):
y=VI_2— 12

Usando a equacao acima, tudo pode ser expresso em termos de x, porém, uma
maneira muito mais conveniente de descrever o movimento do péndulo é usar o angulo ¢
entre o péndulo e sua posicao de equilibrio na vertical. Cada valor do dngulo 6 corresponde
a uma posicao especifica da massa m. Esta é outra maneira de expressar que o sistema
possui apenas um grau de liberdade. As coordenadas cartesianas estao relacionadas a 6

por:

x = lsenb

y = lcost

As equagoes de movimento para o péndulo duplo foram obtidas utilizando o

formalismo Newtoniano e Lagrangiano.
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5.2.1 Descricao Newtoniana

No formalismo newtoniano é preciso destacar as forcas que estao atuando no
sistema. H4a duas forcas atuando no péndulo. A forca gravitacional P?G, que ¢ a forga que
faz com que o péndulo tente retornar a posicao de equilibrio e, portanto, balance; e a forca
de tensio T feita pela corda sobre o corpo, que é a forga que evita que o corpo caia.

Como a forga gravitacional sempre aponta para baixo, posso descreve-la da seguinte

maneira;:

Fg = (myg)

A forga de tensao T atua ao longo da corda, apontando para cima e tem sempre

modulo T .

T = (=Tsend — Tcost)

Escrevendo a segunda lei de Newton:

Zﬁ: (mg) + (—=T'senf — Tcosb)

COo1mo

p = (mi;my)

C;lt(mx'my) = (mg) + (=T'senf — T'cosh)

(m@;my) = (mg) + (—T'send — T'cost)
A primeira linha da equagao matricial acima nos diz que:
mi = —T'senf
Usando a equagao acima, obtemos:
mi = —T%

A segunda linha da equacao matricial acima nos diz que:
my = mg — T'cost

Usando a equagao acima, obtemos:

Yy

mg:mg—Tl
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Para mudar para a descricado do péndulo em termos do angulo 6, precisamos

escrever as derivadas Ze ¢ em termos de 6. Como descrito abaixo:

x = lsenb
i = lcoshf

i = —lsenff + lcos0l

y = lcost
y — lsendd
ij = —lcost — lsenbl

Substituindo as equagdes obtemos

m(—lsenff + lcoshf) = —T'send
m(—lcosh0 — lsenfl) = mg — T'cosd

Multiplicando a equacao acima por senfl e a outra equagao por cosf e somando

ambas:

m(—lsen00 + lcosfsendf) = —T'sen?0

m(—lcos*00 — lcosOsendl) = mgcost — Tcos’
—mlf = —T + mgcosb

T = mlf + mgcos (19)
Derivando a equagao (19):

0 = mlf — mgsent

mgsen® = mlb

= %sene (20)

A equagdo (19) nos dé as tensdo na corda. Ja a equagdo (20) é a equagao de
movimento para o péndulo. Dadas condigdes iniciais, a equagao (20) pode ser resolvida
para 6(t) nos dizendo como o péndulo oscila. Veremos agora como obter a equacao de

movimento no formalismo lagrangiano.
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5.2.2 Descricao Lagrangiana

O péndulo simples é descrito utilizando o método dos multiplicadores de de
Lagrange, onde o péndulo usando a lagrangeana para uma paticula, movendo- se livremente

em duas dimensoes.

1
L=T-V = 5m(:z:2 + %) + mgy (21)

adicionamos o termo do multiplicador de Lagrange,
1
L= 5A(gc2 +y? —1?) (22)

Para descrever a langrangiana do péndulo:

1 1
L= §m(5€2 +9°) + 77’L57115A(:JE2 +y* = 1?) (23)

Onde X é o multiplicador de Lagrange, apartir da lagrangiana do péndulo acima,

pode-se obter a equagao do movimento usando a equacao de Euler-Lagrange.

oL d 0L
el Gt 24
9 75 q) (24)
Para ¢ = z:
oL d 0L
e %(%) (25)
Substituindo a equagao(25) nesta equagao:
O[zm(d* + 9°) + mgy + 3A(@* + ¢y — )]
5 = (26)
d [0(z)m(i* + %) + mgysA(=® +y* — )
. . (27)
dt oz
Calculando as derivadas:
AT = mi (28)
Agora g = y na equagao(27):
oL _d (oL
dy  dt \ Oy
Substituindo(25) nesta equagao:
Alzm(i® +9*) + mgy + 3A(@” +y* — )]
= (29)
dy
d [0[()m(#* + 9%) + mgy;Ma® + y* — 7))
= = : (30)
dt Y
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Calculando as derivadas:
mg + Ay = my (31)

Vemos que A = =T . Portanto, o multiplicador de Lagrange ¢ diretamente
proporcional & tensao T . Como teste de consisténcia, podemos calcular a equacgao de

Euler-Lagrange para g = A:

oL d OL
e et 32
oA\ dt(a)\) (32)
Substituindo:
03m(d® + %) + mgy + A" +y* — ¥) _ (33)
oA\
d 0(3)m(i? + §°) + mgyz N8 + y* — %)
—al B ) (34
Calculando as derivadas:
1
5(:52 +y*P -1 =0~ (35)
— iy =12 (36)

Esta é exatamente a condigdo de vinculo da equac¢ao(26). A equagao de Euler-
Lagrange ¢ valida para qualquer escolha de sistema de coordenadas. Neste caso, usando

as equagoes a lagrangiana associada ao multiplicador de Lagrange torna-se:

L:imﬁ+yﬁ4% (37)

= ;/\<1286n28 + Pcos®0 — 1?) (38)
- ;)\(12 — ) (39)

=0 (40)

Portanto, em termos da coordenada 6 a lagrangiana do péndulo torna-se:

1
L =om(#* +9°) + mgy (41)
1 . .
= 5m[((l90039)2 + (—10send)?)] + mglcost (42)
1 : 1. 1.

= §[l2260829 + 1202sen?d] = §ml202[cos29 + sen?d] = §ml262 (43)

1 ..
= iml202 + mglcost (44)

Usando agora a equagao de Euler-Lagrange para ¢ = 6, obtemos

oL d (0L
80:dt<c’)é) (45)
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Substituindo:
O(2mi%6? + mglcost)
= 46
b (46)
_d d(sml*6? + mglcost) (47)
dt 00
Calculando as derivadas:
—mglsenf = ml*0 (48)
Rearranjando:
b= Zsend (49)

l

A equacao do movimento, apresentada acima, foi obtida usando o formalismo
newtoniano, o que permitiu que fosse encontrada de uma maneira muito mais simples. No
formalismo lagrangeano tivemos apenas que descobrir como escrever a energia cinética e a
energia potencial em termos da coordenada angular. Em seguida, como a equagao de Euler-
Lagrange ¢ valida para qualquer escolha de coordenadas, foi possivel deduzir a equacao de
movimento sem nos preocuparmos com as forcas e suas dire¢oes.Em geral, no formalismo
lagrangeano, depois de encontrarmos coordenadas adequadas para as quais os vinculos
tornam-se trivialmente verdadeiros, nao precisamos nos preocupar mais com os vinculos.
Isso ocorre porque os vinculos sdo implementados no formalismo lagrangeano usando
multiplicadores e, para uma escolha adequada de coordenadas, os termos envolvendo os

multiplicadores de Lagrange se anulam.
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6 O PENDULO DUPLO

O péndulo duplo é um sistema com dois péndulos sendo um deles anexo no extremo
do outro. Este é um sistema fisico simples que apresenta um complexo comportamento
dindmico com alta sensibilidade em torno das condigoes iniciais. O movimento do péndulo
duplo é regido por um conjunto fechado de equacoes diferenciais ordinarias. Para sistemas
com energia especifica, seu comportamento é cadtico. Aqui apresento o método newtoniano

e o lagragiano na resolucao do péndulo.

Figura 3 : Péndulo Duplo
1y

1o

Fonte: Elaborada pelo autor (2024)

6.1 O PENDULO DUPLO PELO METODO NEWTONIANO

O péndulo duplo é constituido de duas massasm; e ms , conectadas por cordas de
massa desprezivel e de comprimento [; e l. O sistema todo esté sujeito a forca gravitacional
e as restrigoes nos fios que conectam as massas por meio de suas articulagoes. Supondo-se
que o sistema de coordenadas tem origem no topo de suspensao, e por haver duas particulas,
entdo a posicao dessas particulas pode ser escrita em termos de coordenadas gerais, como
r1 e ry , com componentes do tipo (z;, y;, z; ), que podem ser escritos em termos de suas

restricoes.
21 = 0
9 — 0
Iri| =1

\7"1—7“2\ = Iy
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Podemos expressar em termos de coordenadas gerais, as posi¢oes das particulas.

r1 = l1(senby, cosb, )

ro = 11 + la(senby, coslsy, 0)
Para encontrar a velocidade e aceleracao da primeira particula:

r1 = l1(senby, cosb)
=0 = llél(cosel, —senb)

1 =a; = llél(cosel, —senb) — lléf(senel, cosbt)
Segunda particula:

ro = 11 + l2(senby, cosbs)
T9 = Vg = U + lgég(cosﬁg, —senbs)

Py = a9 = a1 + lgég(coseg, —senfly) — lgég(senég, cosb)

As forgas envolvidas no sistema de péndulo duplo atuam nas massas m; , por
meio da tensdo nas duas articulagdes e a forca gravitacional. A tensdo sobre a articulacao
mais acima, no topo de suspensao, esta ao longo da direcao —r; , a forga de tensdo da
massa m, até a articulagdo inferior esta distribuida ao longo da direcao ro — r, desse

modo, a forca F; pode ser escrita como:

—r T — 7T T; T:
|7’ ‘1 +T2 2 ! —i—mlg:——lrl—i-—Q(rQ—'rl)—i-mlg
1

F=T1 I I
1 2

|ra — 71
As forcas atuando sobre ma, sdo a tensao devido a articulacao inferior e a gravidade.

A tensdo em my distribui-se ao longo da diregdo —(ry — r1).

—(ra —m1) )

FQITQ —l—mgg: I (7‘2—7’1)+m2g
2

|ra — 71
Usando a segunda lei de Newton para descrever a forga nas respectivas particulas:

. T T
mify = —Tlh + Z—Q(rz — 1) +myg
1 2

m27'"'2 = _72(7’2 — Tl) + mag

ly
Considerando que a movimentacao esté restrita ao plano xQOy, entao as equagoes

em termos das coordenadas gerais e as incognitas 61,0y , T e Ty sdo:

mlll(élcosﬁl — 9%8671‘91) = —Tisenb; + Torsenbs
—mlll(élsenﬁl + 02cosb,) = —Ticosl; + Thcoshy + myg
mg(llélcosel — lléfsenel + ly05c0865 — lgégsen%) = —Thsenb,

—m2(119136n91 + lléfcosel + lyfysenfy — lgégcosﬁg) = —Tycosby + mag
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Para simplificar as equagoes acima, multiplica-se por cosfl;, —senf; e tem-se

respectivamente:

mlll(élcosz& — 9%56719100361) = —Tisenbcosb, + Trsenbycosb,

mlll(élsen291 + 9%00891867101) = Ticoshsend; — Thcosbysenfy — mygsenb;

Somando cos?0; + sen?0; = 1 e sen(fy — 01) = senbycosl; — senhicoshy , obtém-se :

. T
[0, = —25671(92 —6,) — gsenb,
my

De maneira analoga, podemos multiplicar a equagao acima por senf, e a equagao seguinte

por cost, , obtém-se respectivamente:

mlll(é10059156n91 — 9%5671291) = —Tysen?d; + Tysenbhysentd;

—mlll(élsené’lcosel — 9%608291) = —Tyc0s*0, + Tycosbysenby + mygcosty

Somando cos?0; + sen?0; = 1 e cos(0y — 0) = senbysenb; + coshycosls :

. T, T:
107 = o —2005(92 —6,) — gcost
ma my

Multiplicando a equacgao acima por cosfly e a proxima por senfy , tem-se respecti-

vamente:

mg(l1é100891008€2 — lléfsenﬁlcosgg + 1oy — lgégsen%cos@g) = —Thsenbycosbs
—mg(llélsen91sen02 + lﬁ?cas@lcos% + 1oy + ly0y5en200 + lgégcosegseneg) =

—Tscosbysenby + maogsenty

Subtraindo cos?0, + sen?0y = 1 e cos(0y —01) = senflasend, cost + cosby, sen(fy —

1) = senbycost; — senbicosby, tem-se:
llélcos(ég — 91) + lléfsen(ﬁg — 91) + lgég = —gsen02
Multiplicando por senfy ,cosf, , tem-se respectivamente:

m2<l1é1C080136n02 - lléfsenﬁlsen% + l2é20080236n02) = —T,sen’0,
—mg(llélcoségsenﬁz + 119‘%0039100592 + lyBysenbycoshy + ZQQSCOSQQQ) =

—Tyc05%05 + magcoshs
Somando:

. . . T
L6 sen(fy — 61) 4 1162cos(0y — 61) + 1,603 = m—Q — gcosty
2
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Substituindo as equagoes e utilizando as identidades trigonométricas pode-se

escrever as equacoes de modo simplificado, como:

ly0y = —gsenfy — (2 — sen(fy — 61) — gsend;)

my
cos(ly — 01) — [Tl — 20059(92 —6) — 900301} sen(fy — 01) = —Esen(ﬁg —6y)

my my my

. T T
1505 = -2 gcosty + {2 — senfly — 01) — gsen@l}
mo mq

sen(fy — 01) — [Z;l — 30050(92 —0) — gcosel} cos(fy — 01) =
1 1
_ b + ELN ﬂ005(92 —0y)

ma my my

As equacoes acima, modelam o movimento das particulas:

.7
1,0, = —28671(92 —6,) — gsenb,
my

. T} T
L7 = - —2003(2—6’1) — gcosbt
my my
. T
1202 = —718677/(92 — 01)
my
. T T T
l202 = -2 + =2 71608<92 — (91>

mo my ma

Desde que as equagoes nao tenham derivadas de 77 e 75, o melhor caminho
para solucionar as mesmas, numericamente ou analiticamente, é obtendo duas equacoes
diferenciais para 6; e 6, , sem os termos T} e T , e usando suas expressoes em termos

de 0, e 6y , e suas derivadas. Desse modo, isolando T} e Ty nas equagoes, obtém-se

respectivamente:
llél + gsen@l
T, = s Jrm T 50
2= sen(fy — 01) (50)
50
Thn=-m——— 1
! m sen(fy — 04) (51)
Substituindo, obtém-se:
. T T
162 = =L — 2 ¢0s(0, — 0,) — gcosty — (52)
my mq
: 50 1,6 0
107 = 222 _ LgEen — gcosty; — (53)

sen(fy — 01)  sen(0y — b6y)

—lléfsen(ﬁg —6,) = lofy +1; — gsenbycos(0y — 6y) (54)
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De modo andlogo, substituindo (24) e (25) em (27), obtém-se:

: T T
lgeg = =2 + 72008(62 — 91) —
mo mq
@llél + gsenb 1,6, + gsenb; I565

ng% = 008(02 — 81) —

ma sen(fy — 61) sen(fy — 01)  sen(0y — 6y)

m2129§sen(82 —61) = (mq + mg)gsenty + (mq + m2)llé1 + mglgéQCOS(eg —6,) (55)

E possivel observar que as equacdes (26) e (27) modelam suficientemente o sistema
do péndulo duplo, de modo que, apenas a generalizacao da coordenada 6 é necessaria para
a descricao do mesmo. Fica evidente que utilizando o método newtoniano nessa resolucao,
é suficientemente capaz de descrever o sistema, dadas algumas restrigoes. A solugao para
as equagoes diferenciais (26) e (27) ndo pode ser alcangada analiticamente, porém pode-se
encontrar uma solugao numérica ou para condi¢oes onde o angulo # possui uma variacao
muito pequena. Considerando que a variagdo do angulo # é muito pequena, usando a

aproximacao por polindémio de Taylor!:2:

Para 0; e 02 » 1 =cos (0 — 01) = 1;sen(fy — 61) = 0, senb; = b1esenby = 0y

Podemos simplificar as equagooes, considera-se:
llzlgzlmlzmgzm

As eequagoes do movimento (26) e (27) tornam-se respectivamente:

0
. . 2
02+91+QT:0

2,0,
z

20, + +0,=0 (56)
Pode-se propor que uma solucao dessas equagoes ¢ do tipo:

Or(t) = OF Tiwt, K = 1e2

Substituindo essa solugao geral nas equagoes (28), obtem-se:

l

2
@1(79 W) —w? =0

{@2(9 — WQ) — w2@1 =0

Férmula de Taylor ou Polinémio de Taylor ou Série de Taylor é uma expressao que permite o célculo
do valor de uma fung¢do por aproximacao local através de uma fungao polinomial

Brook Taylor foi um matematico britanico. Foi eleito Membro da Royal Society em 1712. Taylor teve
um trabalho publicado pelo seu neto apds sua morte em 1793, intitulado Contemplatio Philosophica.
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Abaixo, podemos calcular as frequéncias fundamentais:

e[ (3 -) 2 an ]

Nessas condicoes, deve-se encontrar:

2
detM =0 = (lg> (?—w2>—w4:0=>

4 29>
—w* — Tgoﬂ li? =0 (57)

Para solucionar a equacao (29), fazemos a seguinte substituigao:

Pode-se reescrever a (29) como:
p? —dop +2a* =0

Desse modo, a solugao para a equacao polinomial do segundo grau é dada por:

4o + V/8ar?
A:16a2—8a2:8a2:>u(a)20628a

Tem-se :

Logo :

Portanto, a combinacao das duas frequéncias é:
(gk = @keii‘mt = Cleth + Cgeith
W1, W =
_ . a(2+V3) - 2=V
0,(t) = Cre™i VitCoeTi

A equagdo acima é a solucao geral do problema do péndulo duplo, porém sem as considera-

¢oes com respeito das condigoes iniciais do problema. Essas consideragoes sao necessarias
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para determinar os valores de C; e (s, para isso, considera-se que o péndulo é solto da
posicao O (t = 0) = Oy assim como também, para o mesmo instante, a velocidade no
sistema € zero. Nessas condigoes, o problema de contorno fornece:

Para:
ek(t:O):O:>01+02:90

Como a velocidade no instante ¢t = 0 é nula, tem-se:

0k(t) = —CivJa(2 + V2)e Va2 + V2)It — CiyJa(2 — V2)ei[y a2 — V)]t

Para:
Or(t =0) = 0= —C1\/a(2 +V2) — Cy/a(2 = V2) =0

O valor das constantes C; e (5, satisfazem o sistema:
{01+02:90—01\/§—02<2—¢§) =0

Cuja solugao ¢ :

—2++2

2422
2

C, = g— Y2 _

—2+2V2

Logo, a equacao que representa o movimento do sistema ¢ :

—2+v2 V2
CEIENN DWo

A modelagem desse sistema por meio das leis de Newton deixa claro que esse método é

Cy =10

Ou(t) = 0y (2+ VR)Jt +bo— e 9(2 Vo)t

muito cansativo e extenso, por conta do tratamento vetorial que lhe é dado. Por considerar
toda a forga envolvida no sistema, o tratamento vetorial aumenta bastante a quantidade
de célculos para a modelagem do mesmo. Ocorre que o método se torna complexo a
medida que as restri¢oes sao retiradas, por exemplo: para o caso de que no péndulo duplo
a movimentacao nao fosse apenas no plano e sim no espaco. Descrever o comportamento
do sistema é extremamente complexo por se tratar de um fendmeno cadtico para essas

condicoes.

6.1.1 Aplicacao do formalismo lagrangiano

A solucao a seguir para a resolucdo do péndulo duplo é aplicando o método de

Runge-Kutta, em conformidade com o formalismo lagrangiano, o método permite resolver
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equagoes diferenciais numericamente, sem a necessidade do calculo de derivadas.

I = ll sin 91
To = ll sin 01 + lg sin 62
yp = —ly cos by

Yo = —l1 cos 1 — Iy cos by

i1 = 116, cos b,
iy = 110y cos By + 156, cos By
1 = 116, sin 0,
o = 1161 sin 0y + 150, sin O,

A Lagrangeana de um péndulo duplo é dado por L =T — V', onde T e V sdo as energias

cinéticas e potenciais do sistema, respectivamente. A energia cinética T' é dado por:

1 1 1 . . 1 .
T = imﬂ]% + 57712113 = §m1(x% + y%) + §m2<I§ + yg)
= 57774[%(9% + §m2 [1%9% + lg(gg + 2[1[29192608(91 — 02)]

Em que acima usamos o fato de que cos ) cos 6y + sin 6, sin 0 = cos(6; — 6,). A energia

potencial V' é dado por:

V = migys + magys = —magly cos 6y — mog(ly cos Oy + Iy cos 0s)

= —(my + my)gly cos 0y — magly cos O
O Lagrangeano do péndulo duplo é:
1 ) 1 ) .
L= §(m1 + 777@)[%6% + §m2l§6§ + m2l1129192 008(91 — 92)
+(my + ma)gly cos By + magls cos Oy

O momento associado as coordenadas 6; e a 65 podem ser obtidas diretamente de L:

Do, = % = (ml + m2)l%€1 + m2l1l202 COS<01 - 92)
1
Do, = —— = m2l392 + m211l291 COS(@l - 02)
00,

As equagdes do movimento do sistema sao dadas pela equacao de Euler-Lagrange:

0 (58)

00,  ~  dt o0,

d (oL\ _OL _ _ dwi OL _
dt \ 94,
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Por se tratar de um sistema cadtico®, a resolucao do péndulo duplo requer um método
matematico mais apurado para chegar & uma solucao, essas equagoes podem ser resolvidas
através do método de Runge-Kutta, como ja foi mencionado acima, logo abaixo o método

é apresentado com mais detalhe e com um exemplo para ampliar a compreensao.

3 Pequenas variacdes no estado inicial do sistema causam grandes divergéncias em seu comportamento,

sistemas caoticos geralmente sdo descritos por equagoes nao lineares, o que contribui para sua com-
plexidade e comportamento imprevisivel. Foi estudado pela primeira vez pelo matematico, fisico e
filésofo Henri Poincaré (1854 — 1912), seus estudos foram a respeito do equilibrio na interacao entre
trés corpos gravitacionais do Sistema Solar, conhecido como problema dos trés corpos.
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7 METODO DE RUNGE-KUTTA DE QUARTA ORDEM

O método consiste na estimativa do valor da fun¢do em varios pontos intermediarios.
O ponto final serd a média ponderada entre esses pontos intermediarios, o método é baseado
na série de Taylor e sua ordem sera definida pela ordem da série de Taylor. Por volta
de 1900, os matematicos alemao, Carl David Tolmé Runge e Martin Wilhelm Kutta
aprimoraram os métodos iterativos para resolucao de Equacoes Diferenciais Ordinarias
de uma forma extremamente precisa. Como Heun, eles perceberam que quanto mais
inclinagoes (derivadas) fossem calculadas, melhor seria a precisao, sendo cada inclinagao
associada a um determinado coeficiente de compensacao. Assim, analisando o trabalho
de Heun, foi possivel dar continuidade aquele raciocinio ja desenvolvido pelo Alemao
(CARTWRIGHT; PIRO, 1992). A versao de segunda ordem para o método segue a

seguinte equagao:
Yir1 = yi + (a1k1 + aske) Rkl = f(24, ;)
k2 = f(z; + pih, +q11kh)
Os valores ay,a € q11 sao calculados igualando-se a primeira equacao a expansao

em série de Taylor até os termos de 2° grau. Fazendo isso, deduzimos trés equacoes para
)

calcular as quatro constantes desconhecidas. As trés equagoes sdo:

1 1
ar+ay =la; +p = §G2Q11 =5

Logo: substituindo a; e as

Yiv1 = Yi + kah
ki = f(xi, yz)

Para encontrarmos ks temos que resolver as equagoes que ficara: substituindo

CZQ(CLQ = 1)

Agora temos:
1 1
ky = f(x1+ §h, Yi + iklh)

Se fizermos agora a; = %, podemos calcular que a, = %, nos dara a seguinte equacao para

o calculo do préximo valor de y:

1 1
Yit1 =Y + (§k1 + §k2)h
ki = f(l’i, yz)
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aip; = %, entao, p1 =1 e ayqy1 = %, implica que %, nl=1
ky = f(zi+ h,yi + qi1k1h)
O método de ordem 3, é semelhante ao anterior:

1
Yit1 = Yi + 6<k1 + 4k + k3)h
ky = f(xwyz>
ko = F(wimh, s + ~kah)
2 — 1’12 7yz 2 1

O método de ordem 4 sao os mais precisos:

1 1
1 1
ks = flzi+ 1y +1)=f (wﬁ— Zh,yi+2k2h>

ky = fxi+ 1y 4+ 1) = f(xi + h,y; + ksh)

1
k= (k2 + 2k + k)

7.1 APLICACAO DO METODO DE RUNGE-KUTTA

Em analise numérica, os métodos de Runge-Kutta formam uma familia importante
de metddos iterativos implicitos e explicitos para a resolugao numérica (aproximagao) de

solugoes de equacgoes diferenciais ordinarias.

dy _

i ft,y)

A expressao acima toma essa forma:

Yn+1 = Yn + hz bzkz

ki - f(tn + Cihayn + hzaijkj)

J
Como demostrado acima, podemos utilizar o fator de ordem 4 para solucionar

equacoes diferenciais. Abaixo, temos uma solucao numerica de uma EDO:

h
Yn +1 :yn+§[kjl +k2]an:()a172>a

kl = f(xnayn)a
K? = f(mn + h: Yn + hKl)a
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Resolver:

v =—-y+x+2
y(0) = 2,2 € [0,0,3],h = 0,1

Solucao:

ylx) =e*+x+1
Temos que encontrar y,, com n =1,2,3, onde z; = 0,1 , 20 =0,2 e 23 =0,3
entao paran =0

h
Y1 ="Yo + §[K1 + K|

]{?1 = f(ilf(); yo) = f((), 2) = -2 + 0 + 2= O, 0000
ks = f(xo+ hiyo + hky) = £(0,1;0,2) = =2+ 0,1 + 2 = 0,1000
0,1
— 1y =2+ 77[0, 0000 + 0, 1000] = 2, 005000

Paran=1

h
Yo = Yy1 + 5[7{1 + ko]
ki = f(z1:y1) = £(0,1:2,005000) = —2,00500 4 0,1 + 2 = 0,09500

ko = f(z1 + hiyr + hky) = £(0,2;2,014500) = —2, 014500

0,1

+0,2 =0, 185500 — y2 = 2,00500 + 5 [0,095000 + 0, 1855000] =

= 2,019025
Paran =2

Y3 = Yz + [k1 + ko
ki = f(xa;92) £(0,2;2,019025) = —2,019025 + 0,2 + 2 = 0, 180975
ks = f(a + hiys + hk1) = £(0,3;2,0371223) = —2,037123 + 0,3 + 2 — 0, 262877

0,1
— y3 = 2,019025 + ’2 [0, 180975 + 0, 262877] =
= 2,041218
Essa é uma das aplicagoes do método de Runge-Kutta, acima foi dada uma

demostacao de uma solucao ntimerica para uma equacao diferencial de primeira ordem

utilizando o método de 22 e 4® ordem.
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8 METODOLOGIA

Para que fosse possivel verificar os dois formalismos, newtoniano e lagrangiano,
foi construido um conjunto de péndulos, simples e duplo para a observagao desses modelos
matematicos. Para a construcao dos péndulos foram utilizados materias acessiveis como

hastes de aluminium, parafusos e dobradicas, e com um custo razoavel.

Figura 4: Modelo experimental do péndulo simples e duplo

O

(A) (B) (C)

Fonte: Elaborada pelo autor (2024)

A figura acima representa o modelo diddtico dos péndulos, o modelo (A) é a base
de sustentacao, o segundo (B) , é uma haste que se desloca da base. Pode-se observar o
aparecimento do péndulo simples. Na terceira ilustracao (C), outra haste se desloca da

primeira, transformando-se no péndulo duplo.
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9 CONCLUSAO

A pesquisa abordada, neste trabalho, consistiu no desenvolvimento de um ex-
perimento para analisar os formalismos newtoniano e lagrangiano, aplicados por meio
de dois péndulos, simples e duplos. O formalismo newtoniano e o lagrangeano foram
demostrados matematicamente e observados nos dois casos (péndulo simples e duplo), para
o péndulo simples, ambos os formalismos chegaram no mesmo resultado, nao existindo
nenhuma discrepancia em termos de complexidade matemaética, pois, é possivel trabalhar
com o formalismo newtoniano, bem como, com o lagrangiano. Porém, quando partimos para
o péndulo composto (duplo), existe uma desvantagem ao empregar o método newtoniano,
pois mesmo com a capacidade de descrever o sistema, existe algumas restri¢gdes, por se
tratar de um sistema nao-linear e cadtico, contudo, o método torna-se muito complexo de
ser aplicado, pois a forma vetorial de Newton torna a observacao mais detalhada quanto
a forca que esta atuando no sistema, porém, gera muita informacao do ponto de vista
matematico.

A mecanica newtoniana nos oferece uma descricao acurada do problema, em
termos de espago e movimento. Fica evidente que o formalismo de Lagrange é mais eficaz
a respeito desse tipo de sistema fisico, o método de lagrange é mais vantajoso. Contudo,
mesmo sendo 1til, o método requer um cuidado matematico. Cada problema recebeu uma
abordagem nova ou uma interpretagao diferente, as duas ferramentas enrriqueceu, ainda,
mais o experimento. Sendo o objetivo deste trabalho, obter diferentes pontos de vista com

respeito a mecénica newtoniana e lagrangiana aplicada a determinados sistemas fisicos.
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