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RESUMO

O presente trabalho teve como objetivo investigar a teoria de campos, focando na descri¢édo
das interacbes entre particulas subatbmicas através da eletrodindmica quantica (QED).
A justificativa reside na importancia fundamental dessa teoria para o entendimento das
forcas fundamentais e na precisdo de suas previsGes experimentais. Iniciamos revisitando
as contribuicdes historicas de Faraday, Maxwell, e Einstein, culminando na teoria quantica
de campos. Analisamos detalhadamente o processo de espalhamento Bhabha, que envolve
a interacdo entre elétrons e positrons, empregando as regras de Feynman para calcular a
amplitude de espalhamento e a se¢do de choque. Os resultados confirmaram a consistén-
cia tedrica e a acuracia da QED em prever fendmenos experimentais, consolidando sua
relevancia no Modelo Padréo da fisica de particulas.

Palavras-chave: teoria de campos; eletrodindmica quantica; espalhamento Bhabha;
eegras de Feynman.



ABSTRACT

This study aimed to investigate field theory, focusing on the description of interactions
between subatomic particles through quantum electrodynamics (QED). The justification
lies in the fundamental importance of this theory for understanding fundamental forces
and the accuracy of its experimental predictions. We began by revisiting the historical
contributions of Faraday, Maxwell, and Einstein, culminating in quantum field theory. We
analyzed in detail the Bhabha scattering process, which involves the interaction between
electrons and positrons, employing Feynman’s rules to calculate the scattering amplitude
and cross-section. The results confirmed the theoretical consistency and accuracy of QED
in predicting experimental phenomena, solidifying its relevance in the Standard Model of
particle physics.

Keywords: Field theory; quantum electrodynamics; Bhabha scattering; Feynman rules.
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1 INTRODUCAO

A teoria de campos, que descreve como os campos fisicos interagem com a matéria,
tem raizes profundas no século XIX, com o trabalho pioneiro de Michael Faraday e James
Clerk Maxwell. Faraday introduziu a ideia de linhas de for¢a para descrever campos
elétricos e magnéticos, conceitos que Maxwell formalizou nas suas famosas equagoes. Essas
equagoes unificaram as teorias da eletricidade e do magnetismo, formando a base para a
eletrodinamica classica.

No inicio do século XX, Albert Einstein revolucionou a fisica ao introduzir a teoria
da relatividade especial, que reformulou as leis do eletromagnetismo de Maxwell para serem
compativeis com a velocidade constante da luz e a equivaléncia entre massa e energia.
Simultaneamente, a mecanica quantica emergiu com contribuigoes de cientistas como Max
Planck, Niels Bohr, Werner Heisenberg e Erwin Schrodinger. A combinagao da mecanica
quantica com a teoria da relatividade especial levou ao desenvolvimento da Teoria Quéantica
de Campos (TQC), que descreve as interagdes entre particulas subatomicas (PESKIN,
1995; RYDER, 1985; MANDL, 1984).

Uma das primeiras TQC bem-sucedidas foi a eletrodindmica quantica (QED, do
inglés Quantum Electrodynamics), que descreve a interagdo entre particulas carregadas e o
campo eletromagnético (FEYNMAN, 1950). A histéria da QED comegou com a formulagao
da equagao de Dirac em 1927, que descrevia o comportamento dos elétrons relativisticos
e previa a existéncia do pésitron. A descoberta do pésitron por Carl Anderson em 1932
confirmou a previsao de Dirac, estabelecendo um marco importante na fisica de particulas.

Durante a década de 1940, Richard Feynman, Julian Schwinger e Sin-Itiro To-
monaga desenvolveram métodos para lidar com as divergéncias infinitas nos calculos de
QED através da renormalizacdo. Feynman introduziu os diagramas de Feynman, uma
ferramenta visual poderosa que simplificava os calculos das interagoes entre particulas, en-
quanto Schwinger e Tomonaga desenvolveram formulacoes matematicas rigorosas da QED
(SCHWINGER, 1948; TOMONAGA, 1946). Em 1965, Feynman, Schwinger e Tomonaga
receberam o Prémio Nobel de Fisica por seus trabalhos na QED.

A QED destacou-se pela precisao de suas previsoes, como a medi¢do do momento
magnético andémalo do elétron e o desvio de Lamb, uma pequena diferenca de energia entre
dois niveis do atomo de hidrogénio. Essas verificagoes experimentais confirmaram a precisao
da QED e solidificaram sua importancia na fisica moderna. Além dessas realizagoes, a
QED também forneceu a base tedrica para entender diversos processos de interacao de
particulas.

Um desses processos importantes é o espalhamento de Bhabha, que ocorre no con-
texto da fisica de particulas (BHABHA, 1936). Esse processo especifico envolve a interagao
entre um elétron e um positron, a antiparticula do elétron. Nomeado em homenagem ao

fisico indiano Homi J. Bhabha, que descreveu teoricamente o fendémeno em 1936, o espa-
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lhamento de Bhabha ocorre quando um elétron e um pésitron se aproximam e interagem
através da forga eletromagnética, resultando na dispersao das duas particulas. Este pro-
cesso ¢ crucial para a compreensao das interagoes eletromagnéticas e das propriedades
das particulas envolvidas, fornecendo informagoes valiosas que contribuiram significativa-
mente para o desenvolvimento do Modelo Padrao da fisica de particulas (SALAM, 1961;
GLASHOW, 1961; WEINBERG, 1967).



12

2 A ESTRUTURA LAGRANGIANA NA TEORIA QUANTICA DE CAM-
POS

As teorias de campo podem ser definidas em termos de um hamiltoniano ou de
um lagrangiano. Frequentemente, essas fungoes sdo expressas como integrais sobre todo
o espacgo das densidades hamiltonianas ou lagrangianas. Isso permite a formulagao das
equagoes de movimento e a descri¢do da dinamica do sistema. A lagrangiana, por exemplo,

pode ser escrita como:

L= / BrL($, 0ta) (1)

onde L(¢,0,¢q) representa a densidade lagrangiana, ¢ sdo os campos e Jy¢ sdo suas
derivadas espaciais e temporais.

A TQC é o resultado da combinagao da mecanica quantica com a relatividade
especial. A relatividade especial é relevante quando as velocidades sao uma fragao razoavel
da velocidade da luz. Neste limite surge uma nova simetria: a invariancia de Lorentz. Um
sistema é invariante de Lorentz se for simétrico no grupo de Lorentz, que é a generalizagao
do grupo de rotagao para incluir rotagoes e boots ("empurrées")l.

Na TQC, usaremos quase exclusivamente lagrangianas. A razao principal para
isso é que as lagrangianas sdo manifestamente invariantes de Lorentz. A dindmica de
um sistema Lagrangiano é determinada pelo principio de minima ac¢do ou principio de

Hamilton. A agao é a integral ao longo do tempo da lagrangeana:

S = / diL = / d* 2L (), Dudar). 2)

De acordo com o principio de minima acao, as equacoes de movimento para os cam-
pos vém da imposi¢ao de que estas equagoes correspondam as condi¢oes que extremizam

S, ou seja, 05 = 0. A lagrangiana deve satisfazer as equagdes de Euler-Lagrange, dada

por
0 oL oL

— =0. 3

Oz <5(8,u¢oz)> dda ( )

A quadri-derivada covariante com relacao a z# da equacao anterior é dada por

0 10 _1

au T onh <c@t’v> = (c at,ax,ayﬁz)- (4)

A quadri-derivada contra-covariante com relacao é definida por
0 10
w— Z (22 v =(co. -0, O, —

Em unidades naturais, isto é A = ¢ = 1, a agado ¢é adimensional, tal que a densidade

de lagrangiana tem dimensao inversa de d*z, ou seja,

L] =L~ = M4, (6)

L' Transformacdes que envolvem mudancas em coordenadas espaciais e temporais.
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3 AS EQUACOES DE KLEIN-GORDON E DIRAC

Os caminhos para a mecanica quantica relativistica comecgaram a partir da equagao

de Schrodinger
0
ih— = H
iha | >= Hlp >, (7)

que representa uma equacao de autovalor da algebra linear. Interpretamos os autovalores
do operador hamiltoniano H como as energias permitidas do sistema. Da relatividade de

Einstein a energia relativistica para uma particula de massa de repouso m é escrita como
E? = p? + m2ct (8)

Em unidades naturais E? = p2 + m? e tem um valor positivo. A tarefa era encontrar um
hamiltoniano que reproduzisse esse autovalor de energia. Reescrevendo a Eq. ((7)) em

unidades naturais e em seguida tomando a derivada temporal mais uma vez, encontramos

02 0 9
—@W >= Z§H|¢ >= H7Y >, (9)
que pode ser escrito como
2 0 )y P
HW>+@|¢>=O = (H at2>|w>:0. (10)

Como o operador hamiltoniano representa a energia do sistema, e da mecanica quantica

o momento é dado por p = —ihV?Z, entdo, H2 = E? = p? + m2 = —V2 + m?2. Portanto,

(5:2 —V2+m2> Y >= 0. (11)
Essa é uma equacao de onda relativistica conhecida como equagao de Klein-Gordon (KG).
Note que ela se assemelha muito a uma equacao de onda classica, exceto pelo termo
m?. Utilizando a notacao de derivada covariante, a Eq. (11) pode ser escrita da seguinte
forma: (0,0 + mQ)WJ > = 0. No entanto, a equacao de KG apresenta dois problemas
fundamentais: o primeiro ¢ que a equacao possui solugoes de energia negativa; o segundo
é que |1/)|2 nao pode ser interpretado como a densidade de probabilidade. Esses problemas
foram resolvidos com a equacao de Dirac, que discutiremos a seguir.

A equacao de Dirac foi o ponto de partida para a Teoria Quantica de Campos que
é a base para a Eletrodinamica Quéantica (QED, do inglés Quantum Electrodynamics).
A QED é teoria "mais completa'da fisica e que iremos utilizar para realizar o cdlculo da
secao de choque no espalhamento Bhabha a partir das regras de Feynman.

Como mencionado anteriormente, a mecanica quantica é descrita pela equacao de

Schrodinger dependente do tempo, que pode ser expressa da seguinte forma:

— h2
ihawg’t> = 5 VR + V(PN =
im0 _ gy, (12)

ot



Capitulo 3. As equagies de Klein-Gordon e Dirac 14

Em 1928, para resolver os problemas apresentados pela equagao de Klein-Gordon (KG),
Paul A. M. Dirac propés uma abordagem inovadora (DIRAC, 1928). Ele sugeriu que as
derivadas temporais e espaciais deveriam ter a mesma ordem de grandeza no operador
hamiltoniano, uma vez que, na teoria da relatividade, o tempo é tratado com a mesma
importancia que as variaveis espaciais. Com isso, Dirac introduziu o seguinte operador

hamiltoniano:
H=cd -p+mcB=—ihcd -V +mc’B. (13)

Agora, elevando ao quadrado a Eq. (13) e depois atuando em 1 (pra simplificar

facamos ¢ = 1), teremos
H%) = (@ g+ mpB)(d-5+mp) = (Z%’pi + mﬂ) (Zajpj + mﬁ) W
i j

= (0%21%2 + (o + ajog)pipj + (i B + Bag)pim + 62m2) (0
= (p* +m). (14)

Dessa forma, para que as equagbes sejam consistentes devemos ter as seguintes (dez)
condigoes: 0422 = 1, (qjoj + ajay) = 0, (B + Boy) = 0,32 = 1. Na mecénica quantica
sabemos que o operador hamiltoniano é hermitiano, assim @ e § devem ser matrizes
quadradas. A dimensao mais baixa das matrizes que satisfazem as condi¢oes anteriores é

4 x 4. Essas matrizes podem ser representadas na formal.

. (0@ (1 0
a_(a o)’5_<0—1)' (15)

As matrizes de Dirac sdo matrizes 4 x 4 que surgem na descricdo da mecanica

quantica relativistica a partir da equacao de Dirac, sao elas

onde o; sao as matrizes de Pauli e I é a matriz identidade 2 x 2.

0 1 0 —i 10 10
_ 7 _ , — , 1= . (7

As matrizes de Dirac satisfazem a algebra nao comutativa de Clifford:

{Vua ’Yz/} =YY + WV = 29/¢1/- (18)

guv representa a métrica do espago-tempo. No espago-tempo de Minkowski (notagao do
JACKSON, 1975), temos

g = 9" = (19)

o o o =
|
—

I Representacio de Dirac.
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Temos ainda as seguintes propriedades das matrizes de Dirac

()" = 10, (20)
(W) = =y, i=1,2,3. (21)

Substituindo a Eq. ((13)) na Eq. ((12)) obtemos (em unidades naturais)

za—w:—i&-ﬁ@/}—l—mﬁwéila—w+i&-ﬁ¢—mﬁw:0:>

ot ot
0 0 0 0
Z< (;f%— 18¢+ 285—# 381/;>—m51/1:0:>
0
i'm&i—mﬁw=0, (22)

do tltimo resultado chegamos a forma compacta da equacao de Dirac (para muitos a

equagao matematica mais bela de todas!) é escrita como
(id — m)y = 0. (23)

onde 1) é o spinor de Dirac de quatro componentes, @ = YuOt e v# sdao as matrizes de
Dirac.
Buscamos encontrar agora a natureza das solugbes da Eq. (23). Se consideramos

particulas livres em repouso, isto é com p'= 0, a equagao de Dirac se torna simplesmente,

mgtzp(f, t) = Bmc (T, 1), (24)

Dada a forma diagonal da matriz £, notamos que existe quatro equagoes independentes

para 1,

(0] Lo 0 0 (0]
ihg v = mc? 010 0 2 =
ot | 3 00 -1 0 P3
Wy 00 0 -1 (o

ih 91 = mcPyy
i e = mcPiy
Zh%iﬁg, = —mCQ@/Jg,

i§pba = —mc* iy

(25)

A quatro equagdes acima geram quatro solugoes independentes, as duas primeiras com

energia positiva (particula com spin para cima e para baixo) e as duas tltimas com energias
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negativas (anti-particulas com spin para cima e para baixo), sao elas?:
1 0
- mce 0 - mc 1
1=€ " h s =e s 26
02 o | %2 0 (26)
0 0
0 0
mc O mc 0
Yy =€t g = e (27)
1 0
0 1
podemos ainda representar os resultados anteriores em termos da base
1 0
= , fr . 28
¢ ( 0 ) X ( ) ) (28)
ficamos com
2 2
_;me @ _jme X
1 =€ h , Yo =e€ h , 29
y BE ) 2
'77L02 0 '7”02 0
Py =ett Tt =Rt ' (30)
2 X

2

No espago das posigoes. Essas solugoes sao conhecidas como spniores de Dirac.



17

4 ELETRODINAMICA QUANTICA

A lagrangiana que descreve a eletrodindmica quantica (QED) é dada pela soma da

lagrangiana de Maxwell e da lagrangiana de Dirac, ou seja,

LoED = LMazwell + LDiracs (31)

onde a lagrangiana que descreve o eletromagnetismo de Maxwell é dada por

1
L azwell = _%FMVF'UJj; (32)

em que F'*Y é o tensor do campo eletromagnético definido por

_9AY oAr

Pl — _
dzry,  Oxy

= 1AV — 9V AN, (33)

-,

com o quadri-potencial dado por A* = (¢/c,A) = (¢/c, Az, Ay, A;), com ¢ sendo o
potencial escalar do campo elétrico (potencial coulombiano) e Ao potencial vetor do
campo magnético. Do eletromagnetismo o campo elétrico é escrito como E = —ﬁgb — 8th
e 0 campo magnético B = V x A. Para verificar que essas duas ultimas expressoes é

equivalente a Eq. ((33)), fagamos

F

drg 0xr1  O(ct) cdr ¢

12 _ 04 9Al 94y 104,
Or1  Ox9 ox c Oy

1 0 {
o 0Al 04 0A; 109 1 (&4+v¢) _ Ee (34)
ot c
X

F

= (Vx 4)_=B.. (35)

O tensor do campo eletromagnético pode ser representado na forma matricial

FO0 pol p02 p03 0  Epjc Eylc Ejc

i _ L L I B U A | (36)
F20 2 g2 p23 ~Ey/c —B, 1 DBy
30 g3t p32 p3s —E./e By —-By 0

Observe que os elementos construidos nas Eqgs. (34) e (35) estao presentes nessa matriz.
A lagrangiana de Maxwell Eq. (32) é invariante de gauge, ou seja, ela toma a

mesma forma sob a transformagao no 4-potencial
Ay(z) = Ay(z) + Opa(x), (37)

para alguma fungao a(x). As equagoes de Maxwell seguem das equagoes de Euler-Lagrange,

fazendo as correspondéncias
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temos

oL c
O (6(8MAV)> ~ o4, Y (39)

que resulta em

onde J¥ = (¢p, j) é a densidade de corrente.

A lagrangiana de Dirac em ((31)) possui a seguinte forma

Lpirac = 7;(@@ —m)y, (41)

onde 1) = wJWO ¢ o spinor adjunto, com 1/)T representando o transposto conjugado complexo,
@ = "0y e 7o ¢ uma das matrizes de Dirac.

A partir de (41) e da equacao de Euler-Lagrange chega-se a equagao de Dirac:
(i@ —m)y = 0. (42)
A lagrangiana (41) é invariante sob uma transformagao de fase global U(1), tal que
(T, 1) — UY(T, 1), (43)

onde neste caso a é um fator de fase constante. Pelo teorema de Noether temos uma
corrente conservada associada a essa simetria. Para obtermos essa corrente, vamos escrever

a equacdo de Dirac para o campo :
(i@ +m)Y = 0. (44)

Multiplicando (42) & esquerda por 1 e (44) & direita por 9 e subtraindo o resultado
de (44) e (23), chega-se ao seguinte resultado

a/l:jlu(fu t) = 07 (45>

onde jH(Z,t) = (&, t)y"1)(Z,t) é a corrente de Dirac.
No entanto a lagrangiana de Dirac (41), devido aos termos que envolvem as deri-
vadas, nao ¢ invariante perante as transformagoes de fase local ¢ — e1(@)¥ o g6 modifica

como

‘CDirac — ‘CDirac - IL'YM@DaMO[- (46)

A invariancia sob transformacoes de gauge locais' é de extrema importancia no

que diz respeito as interagoes fundamentais.

L A interpretacdo atual de tal conceito foi dada por Fock em 1926.
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Para que (41) seja invariante sob transformacoes locais de fase, escrevemos

Lmat = “Z(ID— mW - ['Dirac + Lint, (47>

onde L;p; = e@’y“Auw é o termo de interacao entre o lépton e o féton. Dessa forma,

reescrevemos a lagrangiana da QED como segue

EQED = EMaxwell + Lmat =
1 —.
Logp = _iFuVFW/ + (i —m — ed)y, (48)

que ¢ invariante sob as transformagoes de gauge locais, dadas por

Y@t - Wy, (49)
O(Et) = e 0@y, (50)
AE 1) = Au(Et) — i@ua(f, ). (51)

Neste caso diz-se que a teoria detém uma simetria de gauge abeliana U(1). A lagrangiana
em (48) esté por tras de quase todos os fenémenos observados desde escalas macroscopicas
até 10713 cm.
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5 SECAO DE CHOQUE E REGRAS DE FEYNMAN

De forma esquematica um processo de espalhamento de particulas é composto pelos

seguintes elementos:
Particulas Iniciais — Interacao — Particulas Finais

Para calcular a probabilidade de um processo de espalhamento relativistico ocorrer,
precisamos determinar a amplitude de espalhamento M que conecta um estado inicial
caracterizado por um conjunto de particulas que possuem momentos bem definidos, a um
estado final contendo outras particulas que também possuem momentos bem definidos.

Uma vez determinada a amplitude de espalhamento é possivel calcular grandezas
fisicas mensuraveis, uma das mais importantes é a secao de choque diferencial ja que é

dada por?:

(%)CM B 64%21E2 M (52)
CM

onde Er) representa a energia do centro de massa. A unidade para a se¢ao de choque

usada na fisica de particulas é chamada de barn, onde 1 barn = 10~ 28m?2.

Richard P. Feynman introduziu um método visual revolucionario, utilizando dia-
gramas que simplificam calculos complexos e aparentemente impossiveis, necessarios para
descrever as interacoes fundamentais entre particulas. Esses diagramas, conhecidos como
Diagramas de Feynman, permitem, por meio de um conjunto de regras basicas, calcular a
amplitude de espalhamento de particulas de forma mais intuitiva e eficiente.

Ao trabalharmos com elétrons e positrons de momento p = (E, p) e energia £ =
\/m eles serdo representados pelas funcoes de onda:?

bo) = ul(p)e P
W(z) = v (p)ePT, (53)

com s = 1,2 indicando os spins dessas particulas. Para o féton (particula sem massa) com

momento p = (F,p) e energia £ = |p] temos a representacao

onde eff) sdo vetores de polarizacoes que satisfazem pte, = 0, s = 1,2 indica os estados

de polarizagoes.

Essa equagao é utilizada quando as particulas possuem massas iguais.

2 Por simplicidade, omitimos o fator de normalizacio.
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Os espinores u e v em (53), assim como os adjuntos u = uT”yO ev = UT’)/O, satisfazem

a equacao de Dirac no espago dos momentos

(Ypu —mu =0, (55)
(V'pu +m)v =0, (56)
u(y"'pp —m) =0, (57)
v(Y'pu +m) = (58)
e obedecem as relacoes de completeza
S auls) =4ty +m, (59)
s=1,2
S ol = qttp, —m. (60)
s=1,2

As principais regras idealizadas por Feynman para descrever processos de decai-

mentos e interagoes entre particulas sao descritas a seguir.

1. A evolugao temporal do diagrama é da esquerda para a direita.

2. Associaremos um momento p; a cada perna externa do diagrama e um momento g; a
cada linha interna do diagrama.

3. Para cada vértice devemos associar um indice vetorial p e multiplicar a expressao por

um fator —ieyH.

4. Atribuir o espinor u para um elétron entrando no vértice do diagrama.3

ﬂ ~ u(p

5. Atribuir o espinor u para um elétron saindo no vértice do diagrama.

H{) ~ i(p)

6. Atribuir o espinor v para um positron entrando no vértice do diagrama.

3 O diagrama est4 representado pelo circulo em vermelho.
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H{) = i(p)

7. Atribuir o espinor v para um positron saindo no vértice do diagrama.

—»—Q = v(p)

8. Atribuir €, para um féton entrando no vértice do diagrama.

WWWQ — e(v)

9. Atribuir ez para um féton entrando no vértice do diagrama.

Wm@ — e (p)

10. Uma linha interna continua com uma seta na direcao do fluxo do tempo corresponde

ao propagador de um elétron.

11. Uma linha interna continua com uma seta na direcao oposta do fluxo do tempo

corresponde ao propagador de um positron.

12. Uma linha interna ondulada corresponde ao propagador de um foton.

— —ig"”
q2
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6 ESPALHAMENTO BHABHA

O espalhamento Bhabha foi calculado pela primeira vez pelo fisico indiano Homi
Jehangir Bhabha em 1936. Como o pésitron s6 foi descoberto em 1932, levou algum tempo
para que a secao de choque prevista por Bhabha pudesse ser medida experimentalmente

em laboratorio.

et +e  — et +e (61)

Figura 1: Canal-s do espalhamento Bhabha (et +e~ — et +e7).

e u(pla S) ﬂ(pg, Sl) e

et U(p2,T) v(pg, ") et

Figura 2: Canal-t do espalhamento Bhabha (e™ 4+ e~ — et +¢7).

A partir dos dois Diagramas de Feynman, podemos escrever o elemento de matriz
para a amplitude de espalhamento da secdo de choque. Esse elemento é obtido a partir

da contribuicao de ambos os canais, ou seja,

iM = iMg +iM;. (62)
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M2 = (Ms+ Mt)(Ml + MT) = MSML + MSMT + Mt/\/ll + /\/lt/\/lT
t t t
= |M5|2 + MSMI + MtML - |Mt|2.

Definicao das varidveis de Mandelstam

s = (p1 +p2)% = (p3 + pa)?
t=(p1 —p3)* = (p2 — pa)*
u=(p1 — pa)* = (p2 — p3)*

Aplicando as regras de Feynmann na primeira contribuicao, teremos

i ghV
M= o) ulpn,s) [ o, (e (o)
2
iMs = i0(p2,r)y(pr. s)a(ps, 8 )7 o (pa. )

e2

Ms = — {v(pQ)WU(m)} [U(pg)v“v(m)}-

Sabendo que, ver (PESKIN, 1995, pag. 132)

B wulp))]” = ap;)no(e).

[ﬂ(pi)yl’v(pj)r = 0(pj)y"u(p;).

Entao,

2

Mi = sty it o]

oﬁ‘@w

{u(pl)yyv(m)} {U(p4>7VU(P3)]‘
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Célculo da amplitude de espalhamento para o canal s,

*ZWF = 7> MMl =

spins spins

= 432 > [ v(p2)ypu(p1)u (ps)v“v(m)} {U(m)%v(pz)v(m)WVU(pg)

spins
A

= 12 > a(p2) () aptun(p1)te(p3) (V) cqva(pa) x

spins

X1e(p1)(V)e v (P2)0g(P4) (V) gnun (p3)
oA
12 > vp(p2)a(p2) (Vi) apun(P1)tc(p3)(V*) cava(pa) x

spins

Xte(p1) (’YV)efT_}g (p4) (’Vy)ghuh (p3)

= (-1

64
= (—1)5”@ Y vp(p2)0a(p2) (V) abttp(P1) e (P1) (1) e f X

spins

x1e(p3) (V) eqva(pa)vg(pa) (V") gnun (03)

64
= (- 1)7+34 5 > VF(p2)Ua(P2) () aptin(P1)te(p1) (V) e f X

spins

xup, (p3)te(p3) (V") cqva(pa)vg(p4) (V) g
!

= 1 > vp(p2)a(p2) (Vi) abun (P1) e (P1) ()ef X

spins

xup(p3)tc(p3) (V") cava(pa)vg(pa) (V) gn
oA

p
= (], = mtp, + ) ) (T + ity - mn])-
(1)

Foi usado a expressoes para a contracao dos campos. Para ver esse (—1) que surge, consulte
a pagina 229 da referéncia (SCHWARTZ, 2013).

25: u(p, s)u(p,s) =p+m (72)
> ok, s )o(k,s') =k —m. (73)

5
A partir daqui o céalculo é realizado no Mathematica. No anexo apresentamos o c6digo
fonte do FeynCalc para realizar nossos calculos. O resultado obtido para a amplitude do
canal-s estd de acordo com a literatura, consulte por exemplo a Eq. (32) da referéncia
(TEMPLES, 2024),

4t2 + U2

ME =264 (74)

S
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Aplicando as regras de Feynmann na segunda contribuigao, teremos

— gtV ) p
My = (g, ) (—iena)u(pr, s) [W] 5(p2. ) (—ien)o(pa, )
62
iMy = ijﬁ(m,sl)wU(pl,8)77(1?2,7’)7“71(194,7")
62
Me = e [pmo)v(p)]. (75)

Novamente usando as equagoes ((68)), ((69))

M] = 6:[U(ps,)WU(m)]T{v(pz)vyv(m)]

e2

= = [atonwuten) [ o) (76)

1

Célculo da amplitude de espalhamento para o canal t,

1
1Y M = Y MM =

spins spins

- 46? 2 [u(p?’m“(pl)U(m)v“v(m)} {U(m)%u(pg)v(m)v”v(pz)

oA
= = > a(p3)(Yu)abten(p1)ve(p2) (1) cava(pa) x
spins

Xtte(p1)(W)e s f (P3)0g(pa) (V") ghvn(p2)

oA
= (—1)5@ > up(p3)ua(p3) () aptin(P1)Ve(P2) (V) eqva(ps) X

spins

Xtie(p1)()efVg(P4) (V) ghvn (p2)

et
= (D725 2 uys)ua(ps) ()apun (p1)ae(p1) (e X

spins

x0e(p2) (V") eava(pa) Vg () (V") gron (p2)

o
= (—1)”3@ Z ur(p3)tua(p3) (Vi) aptp(P1)te(p1) (Vv )ef X
spins
x v, (p2)0e(p2) (V) cdva(P4) Vg (P4) (V") gh
oA

172 > up(p3)ua(p3) (V) apun(p1)te(P1) (W) e X

spins
xvp(p2)Ve(p2) (V") cava(pa)vg (4) (V) gh
oA

2 (Tr |y + m)upy + m| ) (T |y = mrs(py = m”] )
(77)

O resultado obtido para a amplitude do canal-t esta de acordo com a literatura,
consulte novamente a referéncia (TEMPLES, 2024), eq. (56),
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2 2
M3 = 2642 ;“ . (78)
Partimos agora para o cdlculo do primeiro termo misto M SMI
1 + et _ _ " _ _ y
DX MM = TS o) ats) o) [0 (s o)) v(pe)
spins § spins
4
e _ _
= 15 2= aP2)(yapup(p1)ae(ps) (1) cava(pa)
spins

Xtie(p1)(w)efu s (p3)0g(pa) (V) gnvn (p2)

64
= (-1)"—= 3 0(p2)8a(p2) (V) ap s (p1) e (p3) (7 cava(pa) x

spins
Xte(p1)(Yw)efus(P3)vg(pa) (WV)gh

4
— (—1)TH2

yp > vn(2)%a(p2) (V) aptis(P1) e (p1) (V) e pup (p3) X

spins

Xtc(p3) (7u)cdvd(p4)@9 (p4) (’yy)gh

et
= (] = oy g+, - ]). ()

4st

O resultado obtido para estd de acordo com a literatura, consulte novamente a

referéncia (TEMPLES, 2024), eq. (77),

et

2
. 80
e (80)

M2 =2

Calculo do segundo termo mistro Mt/\/ll

et
L5 MM = S [als)nton)o(e2) e (on)] [11)50(2) 802 u(es)
spins spins
et
= 1 2o a(p3)(yuapn(p1)e(p2) () cava(pa) x

spins

Xtie(p1)(W)e vy (p2)Vg(Pa) (V) g (03)

= (D = 3 wn3)ta(p3) (anten (1) 2e(p2) (1 eavalpy) %

spins
X ae(m ) (%)efvf (m)ﬂg (P4) (VV)gh

4
_ (_1)7+2i

s 2 un(P3)ta(ps) (uavin(p1)ie(pr) (w)e v (p2)

Spins
xUe(p2) (") cdva (p4)77g (p4) (Vy)gh
4

= (el mte, + ety — - m?]) e
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Novamente o resultado obtido para estd de acordo com a literatura, consulte
novamente a referéncia (TEMPLES, 2024), eq. (79),

et

2
: 82
e (82)

MI%SZQ

Substituindo as equagoes (74), (78), (80) e (82) em (52) chegamos ao resultado

do o? [/t\2 s\2 571 1\2
dQ_2K> +(5) (sﬂ)]' (83)
Se integrarmos sobre o azimute, adquirimos um fator de 27, produzindo
do ma? [ /t\2 s\2 o /1 1\2
=—|(- - -+ - . 84
dcosf s [(s) +<t> T <s+t) (84)

Apresentamos a seguir um grafico comparativo que confronta os resultados tedricos
previstos pela QED na eq.(84) com os dados experimentais. Utilizando o nosso codigo, foi

possivel reproduzir esse grafico a partir dos resultados gerados pelo Mathematica.

103 3
® Data
o) — Standard Model (running «)
& SRELED a=constant=1/137.04
=102
(72]
(o]
(5]
S
©
©
S~
10 e'e —e'e”
(Vs) = 198 GeV
L | L | s

0 02 04 06 08
|cose|

Figura 1 — Resultados experimentais do CERN. Fonte: Ref. [13].
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7 CONCLUSAO

Este trabalho teve como objetivo explorar a teoria quantica de campos, com foco
na eletrodindmica quantica (QED), por meio de uma andlise detalhada do espalhamento
Bhabha. O estudo demonstrou como os conceitos e técnicas da QED sao aplicados para
descrever interagoes entre elétrons e positrons.

Os objetivos propostos no inicio do trabalho foram alcancados. Foi possivel revisar
e consolidar os principais marcos historicos da QED, desde suas origens nas ideias de
Faraday e Maxwell até as sofisticadas formulagoes de Feynman, Schwinger e Tomonaga.
A QED se estabeleceu como uma teoria fundamental na fisica moderna, detalhando os
métodos matematicos usados para descrever essas interagoes e aplicando esses conceitos
ao calculo do espalhamento Bhabha. Este trabalho proporcionou uma visao abrangente de
como a QED nao apenas unifica a eletrodindmica, a mecanica quantica e a relatividade,
mas também fornece previsdes precisas que sao confirmadas experimentalmente.

Durante o desenvolvimento do trabalho, foram identificadas algumas limitacoes e
desafios. A complexidade matemaética envolvida nos calculos apresentou dificuldades signifi-
cativas. Além disso, a interpretacdo dos resultados experimentais requer uma compreensao
profunda tanto dos principios tedéricos quanto dos detalhes experimentais. Apesar dessas
dificuldades, os métodos e conceitos abordados neste trabalho provaram ser robustos e
aplicaveis a uma variedade de problemas em fisica de particulas.

Para trabalhos futuros, existem diversas oportunidades de expansao. Uma &area
promissora é a aplicacio das técnicas da QED a sistemas mais complexos, como interac¢oes
envolvendo outras particulas do Modelo Padrao. Além disso, a integracao da QED com
outras teorias de campo, como a cromodindmica quantica (QCD), pode oferecer novos
insights sobre a estrutura fundamental da matéria. Projetos futuros também poderiam se
concentrar no desenvolvimento de novas ferramentas computacionais para simplificar os
calculos da QED, tornando-os mais acessiveis a pesquisadores e estudantes.

Portanto, este trabalho nao apenas atingiu seus objetivos iniciais, mas também
abriu caminho para novas investigagoes e avangos na teoria quantica de campos. A QED,
com sua precisao e elegancia, continua sendo uma pedra angular na compreensao das

interacoes fundamentais da natureza.
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APENDICE A - CONCEITOS GERAIS BASICOS USADOS NESSE
TRABALHO

As transformacoes de Lorentz tem a caracteristica de misturar as coordenadas do

espaco e do tempo. Por exemplo:

Para um quadri-vetor contravariante x** = (a:o, 2l 22, ZL‘3) = (t,z,y,z) = (ct,7),

ct! = ~y(ct — pBa)

o = y(x—ot)
/
y =Y
7 = z (85)

As transformacoes de Lorentz assumem um aspecto mais simples quando expressas em

termos de z¥ = ¢t e 3 = v/c. Na forma matricial (85) torna-se

20 v —yB 0 0 20 20

't _ B v 00 ! A ! (86)
' 0 0 10 2 22 |

a3 0 0 01/)\2a? a3

onde A é a matriz de transformacao de Lorentz. Cada elemento pode ser represen-
tado por z'# = Zg:o AYz?. Para um quadri-vetor covariante xy = (v0,21,72,73) =

(t,—z,—y,—z) = (ct,—7), as transformagoes de Lorentz sdo

g = (x4t
y =y
ro_
Z = =z
ct’ = ~(ct+ Bx). (87)
Indice de Lorentz:
g=2<1 (88)

Transformacao de paridade

P (t7x7y7z) — (t7 -, Y, _Z) (9())

Transformagao reversao temporal
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T (ta,y,2) = (~2,9,2). (91)
Quadri-vetor tipo-tempo
ata, > 0. (92)
Quadri-vetor tipo-espaco
ate, <0. (93)
Quadri-vetor tipo-luz
atx, = 0. (94)
A matriz v5 é definida por
15 =" = iy, (95)
e satisfaz as propriedades
57" =0, (96)
(v5) = 1. (97)

A matriz 5 é hermitiana, com trysy®yPy7~0 = 45870



ANEXO A - CODIGO FONTE DO MATHEMATICA PARA O
ESPALHAMENTO BHABHA

(* Para rodar o FeynCalc *)

<< FeynCalc

(* Atribui massa igual a zero. *)

m = 0;

(* Relaciona os produtos escalares dos momentos com as varidveis de Mandelstam *)
Mand = {SP [p1,p2] — £,SP [p3, ps] = £,SP [p1,p3] = —%,SP [ps, p2] = —%,SP [p1,p4] — —%,
SP [p2,ps] = —3};

(* Relaciona os produtos escalares dos momentos com o dngulo de espalhamento *)
angular — {t . —s(l—zcos[el),u N —s(1+2<:os[01>};

(* Expressoes dos tracos do Canal s *)

linels = (GS [ps] — m) .GA[u]. (GS [p1] + m) .GA[];

line2s = (GS [p3] + m) .GA[y]. (GS [p4] — m) .GA[v];

(* Calculo dos tracos do Canal s *)

tracels = DiracTrace[linels, DiracTraceEvaluate — True];

trace2s = DiracTrace[line2s, DiracTraceEvaluate — True];

(* Calculo da amplitude de espalhamento do canal s *)

AMPs = %Contract[tracelstrac&s] //FCE;

(* Deixando o resultado anterior em termos das varidvies de Mandelstam. Observe o resultado abaixo
com a Equagdo 32 da Referéncia TEMPLES, D. J *)

Ms = Simplify[AMPs/.Mand]

2¢* (t2+u2)
-

(* Expressoes dos tracos do Canal t *)

linelt = (GS [ps] + m) .GA[y]. (GS [p1] + m) .GA[v];

line2t = (GS [p2] — m) .GA[y]. (GS [ps] — m) .GA[v];

(* Célculo dos tracos do Canal t *)

tracelt = DiracTrace[linelt, DiracTraceEvaluate — True];

trace2t = DiracTrace[line2t, DiracTraceEvaluate — True;

(* Calculo da amplitude de espalhamento do canal t. *)

AMPt = ft‘lgContract[tracelttrace%] //FCE;

(* Deixando o resultado anterior em termos das varidvies de Mandelstam. Observe o resultado abaixo
com a Equagéo 56 da Referéncia TEMPLES, D. J *)

Mt = Simplify[AMPt/.Mand]

2e*(s%+u?)

SR UL

(* Expressdo do traco do termo cruzado M M, *)

linest = (GS [p2] — m) .GA[p]. (GS [p1] + m) .GA[v]. (GS [ps] + m) .GA[u]. (GS [ps] — m) .GA[v];
(* Calculo do trago do termo cruzado M ;‘\l,'i‘ *)

tracest = DiracTrace[linest, DiracTraceEvaluate — True];

(* Célculo da amplitude de espalhamento do termo cruzado J[J[j *)

AMPst = —ﬁ:tContract [tracest]//FCE;

(* Deixando o resultado anterior em termos das varidvies de Mandelstam. Observe o resultado abaixo
com a Equagao 77 da Referéncia TEMPLES, D. J *)
Mst = Simplify[AMPst/.Mand]

2etu?

st
(* Expressao do trago do termo cruzado M;M] *)

34
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linets = (GS [p3] + m) .GA[y]. (GS [p1] + m) .GA[v]. (GS [p2] — m) .GA[y]. (GS [p4] — m) .GA[v];
(* Célculo do traco do termo cruzado M;M] *)

tracets = DiracTrace[linets, DiracTraceEvaluate — True];

(* Célculo da amplitude de espalhamento do termo cruzado M, M] *)

AMPts = — 4:; Contract|[tracets]/ /FCE;

(* Deixando o resultado anterior em termos das varidveis de Mandelstam. *)

Mts = Simplify[AMPts/.Mand]

2e¢tu?

st
(* Amplitude de espalhamento total *)

AN{P = 1\)/Is + Mt + Mst + Mts
2¢* 52+u2

264(t2+u2) dety?
12 + 52 + st
(* Resultado em termo da constante de estrutura final a *)
— AMP 4 2.2

Sech0q2 = m/. {e — (47T) o4 }
327r2a2(s2+u2) 327202 (t2+u2) a2’

I + o2 st

6472s

(* Observe o resultado abaixo com a Equagdo 85 da Referéncia TEMPLES, D. J *)
sechoq3 = Expand|[sechoq2]

T S 5 S

(* Manipulagoes para deixar idéntico com a Equagao 85 da Referéncia TEMPLES, D. J *)
sechoq4 = Expand [sechoq3 / (‘;—:)] ;

termol = Coefficient [sechoq4,1 /s?] 1 /s? ;

termo2 = Coefficient [sechoq4, 1 /t2] 1 /tZ ;

termo3 = Coefficient[sechoq4, 1/(s * t)]1/(s * t);

soma = termol + termo2 + termo3;

(* Observe o resultado abaixo com a Equacao 85 da Referéncia TEMPLES, D. J *)

02

25 -Soma
2

2, 2 2,2 2
a” s“tu t“+u 2u
2s° t2 + 52 + st )

(* Observe o resultado abaixo com a Equacao 88 da Referéncia TEMPLES, D. J *)
sechoqb = 2wsechoq3/.angular;

sechoq6 = Simplify[sechoq5];
sechoq7 = sechoq6/. { Cos[26] — 2(Cos[6])? — 1}
T (2 0052(0)+6)2
8s(cos(6)—1)2
(* Observe o resultado abaixo com a Equacao 96 da Referéncia TEMPLES, D. J *)
sechoq8 = Simplify[sechoq7]
ra? (cos2(9)+3)2
2s(cos(0)—1)2
(* Gréafico *)
2m x sechoq8/.{Cos[f] — z,a — 1/137}
2(,2 2
T (w +3)
187695 (z—1)2

2(,.2 2
Plot [%“(—ﬁ%, {z,-0.9,0.9}, PlotRange — {10~2,1} , Axes — {True, True}]
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