(11
Ml INSTITUTO FEDERAL

BEMW sertio Pernambucano
Campus Serra Talhada

INSTITUTO FEDERAL DO SERTAO PERNAMBUCANO
CAMPUS SERRA TALHADA
CURSO DE LICENCIATURA EM FiSICA

Pedro Gabriel Silva dos Santos

Precificacao de opcoes de compra europeias do
mercado brasileiro através do modelo de regressao a
média

Serra Talhada - PE
2025



Pedro Gabriel Silva dos Santos

Precificagao de opgoes de compra europeias do mercado brasileiro através do

modelo de regressao a média

Trabalho de Conclusao de Curso de Licenciatura em
Fisica do Instituto Federal do Sertdao Pernambucano
campus Serra Talhada como requisito para a obten-
¢ao do titulo de Licenciado em Fisica.

Orientador: Prof. Dr. Daniel de Souza Santos

Serra Talhada - PE
2025



Dados Internacionais de Catalogag@o na Publicagio (CIP)

S237 Santos, Pedro Gabriel Silva dos.

Precificagdo de opgdes de compra europeias do mercado brasileiro através do modelo de
regressao a média / Pedro Gabriel Silva dos Santos. - Serra Talhada, 2025.
40 f. - il

Trabalho de Conclusdo de Curso (Licenciatura em Fisica) -Instituto Federal de Educacao,
Ciéncia e Tecnologia do Sertdo Pernambucano, Campus Serra Talhada, 2025.
Orientagdo: Prof. Dr. Daniel de Souza Santos.

1. Fisica. 2. Econofisica. 3. Opgdes. 4. Simulacdo de Monte Carlo. 5. Regressao a média. 1.
Titulo.

CDD 530

Gerado automaticamente pelo sistema Geficat, mediante dados fornecidos pelo(a) autor(a)



Pedro Gabriel Silva dos Santos

Precificacdo de opcbes de compra europeias do mercado brasileiro através do modelo de
regressdo a média

Este Trabalho de Conclusdo de Curso foi julgado adequado para obtencdo do Titulo de
“Licenciado em Fisica” e aprovado em sua forma final pelo Curso de Graduacdo em

Licenciatura em Fisica.
Serra Talhada — PE, 12 de dezembro de 2025.

Banca Examinadora:

Documento assinado digitalmente

ub DANIEL DE SOUZA SANTOS
g Data: 12/12/2025 10:30:54-0300

Verifique em https://validar.iti.gov.br

Prof. Dr. Daniel de Souza Santos

Instituto Federal do Sertdo Pernambucano

Documento assinado digitalmente

V b MILTON DOS SANTOS VIANA
g o Data: 12/12/2025 11:05:00-0300

Verifique em https://validar.iti.gov.br

Prof. Dr. Milton dos Santos Viana

Instituto Federal de Pernambuco

Documento assinado digitalmente
g v b AIRTONELTON MAGALHAES DE SOUSA
ol

Data: 13/12/2025 09:31:42-0300
Verifique em https://validar.iti.gov.br

Prof. Me. Airtonelton Magalh&es de Sousa

Instituto Federal do Sertdo Pernambucano
Assinado digitalmente por Alisson Emanuel Silva

Alisson Emanuel Mororo 06072622350

. D: CN=Alisson Emanuel Silva
S i IV a Mororo:06073622350, OU=IFSERTAOPE - Instituto
Federal do Sertao Pemambucano, O=ICPEdu, C=

Mororo:0607362235 Ea:::m Eu 2000 stor et mar

0 Data: 2025.12.13 13:24:33-03'00'
Foxit PDF Reader Versao: 2025.2.1

Prof. Me. Alisson Emanuel Silva Mororé

Instituto Federal do Sertdo Pernambucano



AGRADECIMENTOS

Agradego, primeiramente, a Deus por ter me conservado vivo e em plena saude.

A mainha, por ser o meu maior exemplo de ser humano.

A minha familia: v6 Lourdes, vé Rita, vo Rafael, vo Tido, Ney, por me criarem.

A Sofia e Laura, por aguentarem o irmao mais pentelho de todos.

Ao Prof. Dr. Daniel Souza, cuja ajuda foi crucial para a existéncia deste trabalho
e ao Prof. Dr. Emerson Freitas por me forcar a aprender LaTeX.

A Marina, por me ensinar o profundo valor do siléncio e da meditacao.

A Leca, por cada noite mal dormida.

A Glauber, por me conceder uma amizade tao valiosa quanto improvavel.

A Jonas, Marilia e Victoria. Por acolherem a minha loucura com fidelidade e
ternura.

Aos meus colegas do PIBID: Erison, Bruno, Jésitto, Isabela, Fernanda Leticia,
Maria Luiza e Dani. A companhia de vocés fez com que as segundas-feiras fossem muito

mais tolerdveis.



"All models are wrong but some are useful’
George E. P. Box



RESUMO

O mercado de opgoes vem se expandindo em ritmo significativo a cada ano, aumentando
a importancia de métodos precisos de precificacao de op¢oes. Abordagens tradicionais
incluem o consagrado modelo de Black-Scholes, um modelo de grande valor tedrico, porém
com limitada aplicabilidade pratica no trading. Este trabalho investiga a eficiéncia da
simulagao de Monte Carlo como técnica alternativa para determinar o prémio de uma
opgao de compra europeia. As simulagoes sao construidas a partir do modelo de regressao a
média, um fendmeno estatistico que estabelece que, apés uma medida extrema, a préxima
tende a se aproximar mais da média histérica do sistema. Esse modelo é particularmente
pertinente para a precificacao de opgoes, uma vez que o pre¢o de uma acao pode sofrer
saltos abruptos antes de retornar ao seu preco médio de longo prazo. Embora o método
de Monte Carlo para regressao a média ja tenha sido descrito teoricamente, ha uma
notavel escassez de estudos empiricos que o utilizem para calcular o preco de opgoes.
Neste trabalho, o método foi implementado em Python, assim como a solugao analitica
de Black-Scholes. Os resultados de cada método foram entao comparados aos pregos reais
de contratos de opcao PETR4 para fins de andlise de erro.

Palavras-chave: opgoes europeias; simulacao de Monte Carlo; regressao a média.



ABSTRACT

The options market has been expanding at a significant rate each year, raising the im-
portance of accurate option pricing methods.Traditional approaches include the well-
established Black-Scholes model, a model that holds great theoretical value but lacks
trading applicability. This work investigates the efficiency of Monte Carlo simulation as
an alternative technique to determine the premium of a European call option. The simu-
lations are built around the regression-to-the-mean model, a statistical phenomenon that
stipulates that after an extreme measurement, the next one is more likely to be closer
to the historical mean of the system. This model is compelling for option pricing, as the
price of stock can suffer abrupt jumps before returning to the long-term mean. Although
the Monte Carlo for mean regression method was already described theoretically, there
is a noticeable lack of empirical studies that employ it as a way to calculate the option
price. In this work, the method was implemented in Python, as well as the Black-Scholes
analytical solution. The results of each method were then compared to the actual prices
of PETRA4 option contracts for error analysis.

Keywords: european options; Monte Carlo simulation; reversion to the mean.
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1 INTRODUCAO

1.1 O MERCADO DE OPCOES

Derivativos sdo uma espécie de contrato financeiro que esta associados a outro
produto (ativo). Esse ativo pode ser uma ac¢ao de uma empresa de capital aberto, uma
commodity ou uma moeda. Opc¢oes sao derivativos que garantem o direito de comprar ou
vender o ativo a um prego pré-acordado mediante o pagamento de um prémio (valor pago
para possuir a opgao) (Jarrow; Chatterjea, 2024).

Em 2019, a Options Clearing Corporation (OCC), corporagao responsavel por
validar todas as negociagoes de contratos de opgoes nos Estados Unidos, emitiu em seu
relatério anual um volume total de 5 bilhdes de contratos negociados. Em 2024 o ntimero
anunciado foi de 12 bilhoes de contratos negociados, um aumento de 140% no volume de
negociagoes em 5 anos. Esse aumento é equivalente ao aumento entre 2006 (2 bilhoes de
contratos) e 2018 (5 bilhdes de contratos), um intervalo de 12 anos. O mercado de opgoes
nao s cresce, como cresce rapidamente.

No cerne do estudo sobre op¢oes estd o problema da precificacdo. Avaliar o prémio
do contrato com um prego adequado, levando em conta a natureza do ativo e a volatilidade
do mercado, é fundamental para a satide do mercado. Existem tentativas de precificagao
de opgoes pelo menos desde o século XVII, entretanto o marco histérico acontece em
1973 quando Fisher Black e Myron Scholes publicam sua proposta para a precificagao de
opgoes expressando o valor do ativo por meio de uma equagao diferencial. Posteriormente,
Robert Merton aprimoraria o trabalho de Black e Scholes e constituiria o modelo de
Black-Scholes-Merton (comumente referido como modelo de Black-Scholes). Em 1997 a
Academia Real Sueca de Ciéncias laureou Scholes e Merton com o Nobel de Ciéncias
Econdmicas, pelo novo método de precificar opc¢oes. Fisher Black morrera em 1995 e por
isso nao foi laureado, uma vez que o prémio nao é concedido postumamente.

O modelo de Black-Scholes, apesar de ser a primeira formulagdo matematicamente
rigorosa para a precificacao de opgoes, possui limitagdes. Algumas das premissas usadas
para resolver analiticamente o problema, como volatilidade e taxa de juros livre de risco
constantes, fazem com que sua aplicacao gere resultados muito distantes da realidade.
Haug e Taleb (2008) irao defender que o modelo nao passa de um mero experimento
mental.

O avanco do poder computacional permitiu que métodos numéricos se tornassem
uma alternativa poderosa para resolver problemas cuja solugdo analitica é excessivamente
trabalhosa ou estd constrita a premissas que tornem inviaveis a sua aplicabilidade no
mundo real. Este trabalho utiliza um destes métodos computacionais, a simulagao de
Monte Carlo, para encontrar o preco de opgoes de compra europeia.

O trabalho estd organizado da seguinte maneira: no Capitulo 2 estao descritos

os principais conceitos discutidos (opgoes, modelo de Black-Scholes, simulagdo de Monte
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Carlo, modelo de regressao a média). No capitulo 3, estdo descritos os procedimentos
metodologicos adotados para avaliar a viabilidade do modelo proposto. No capitulo 4,
estao expostos os resultados das simulacoes e a andlise de erro do modelo proposto
comparada a analise de erro do modelo classico de Black-Scholes. No capitulo 5, estao as

conclusoes extraidas dos resultados obtidos.

1.2 OBJETIVOS

1.2.1 Objetivo Geral

Estudar a eficiéncia da Simulagdo de Monte Carlo aplicada a um modelo de re-
gressao a média como técnica para precificar opgoes, comparando seu desempenho com a

solugao analitica de Black—Scholes.

1.2.2 Objetivos especificos

o Implementar a simulagao de Monte Carlo para regressao a média;

o Comparar o erro das da simulagao com o resultado da solucao analitica de

Black-Scholes para os mesmos parametros;

« Examinar a existéncia de valores étimos para velocidade de regressao ().
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 OPCOES

Opcgoes sao uma espécie de derivativo, produtos financeiros que estao associados
a um determinado ativo. Adquirir uma opgao concede ao comprador dela (denominado
“titular da op¢ao”) o direito de executar uma determinada operagao financeira (Molero;
Mello, 2019, p. 164).

» A opcao pode conceder ao titular o direito de comprar algo por um determinado

preco, esse tipo de opcao chamamos de call.

» A opcao pode também conceder o direito de vender algo por um determinado

preco, esse tipo de opcao chamamos de put.

Chama-se aquele que oferta a opcao de “lancador da opgao” O lancador oferta
uma op¢ao (seja uma call ou uma put) e é possivel adquiri-la através do pagamento de um
prémio, que consiste em um valor em dinheiro para adquirir a opcao e se tornar o titular
da mesma. Enquanto a opg¢ao concede ao titular um direito; ela concede ao langador um
dever, mesmo que a execucao de uma opgao nao seja financeiramente vantajosa para o
langador ele é obrigado a acatar a vontade do titular (contanto que ela ocorra dentro dos
termos do contrato).

O valor do prémio depende de diversos fatores, principalmente do valor do ativo
que estd associado aquela opgao (Pfitzenreuter, 2021, p.21). Essa dindmica entre o valor
atual do ativo e o valor de execugdo de uma opgao (prego determinado) permite que

através da negociacao de opgoes seja possivel lucrar ou perder dinheiro.

2.1.1 Caracteristicas

Segundo Wilmott (1998, p. 26) as principais caracteristicas de um contrato de
0pgao sao:
o Prémio - o valor pago para ser titular de uma opgao.

« Ativo Subjacente - o0 ativo no qual o valor da opc¢ao esta baseado, o prego desse

ativo é comumente chamado de spot.
o Vencimento - a data limite de vigéncia do contrato de opcao.

e Preco de exercicio ou strike - o preco de liquidacao preestabelecido no contrato

(o prego de venda ou compra do ativo).
o Payoff - representa o lucro do titular da op¢do com a execuc¢ao do contrato.
o Posicao comprada - a posi¢ao do titular em relagao ao prémio.

« Posicao vendida - a posicao do lancador em relacao ao prémio.
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Alguns desses elementos serao utilizados nos calculos para precificar a opcao, segue

uma tabela com a representacao usual:

Tabela 1 — Representacoes

Prémio de uma call
Prémio de uma put
Vencimento
Prego de exercicio (strike)
Prego do ativo subjacente (spot)

W NI |o

Fonte: Autoria prépria.

Outra nocao importante é que nao existe apenas um estilo de opcao, elas sdo

divididas de acordo com a permissao do exercicio (Pfiitzenreuter, 2021, p.36-37):

o Opcgoes Europeias: Exercicio permitido no dia do vencimento.
e« Opcoes Americanas: Exercicio permitido até o dia do vencimento.

o Opcgoes Asiaticas: Concedem ao comprador o direito sobre um prego médio

do ativo subjacente.

o Opcgoes das Bermudas: Exercicio permitido em datas especificas antes do

vencimento.

o Opcoes de Barreira: Perdem a validade se o prego do ativo subjacente cruzar

um certo limite (para cima ou para baixo).

O detentor da opg¢ao dispoe de um titulo que o permita comprar uma agao mais
barato que o valor atual de mercado (call) ou também lhe concede o direito de vender
uma agao a um preco superior ao valor atual de mercado (put). Dessa forma o detentor
da acao pode lucrar, executando a sua opgao ou até mesmo a vendendo para terceiros
que possuam interesse. Entretanto, levando em conta o valor atual de mercado e o valor
de execucao da opg¢ao também é possivel que o titulo nao tenha valor algum, nesse caso
dizemos que a opc¢ao “virou po”. Nesse cenario o langador lucra, pois recebeu o prémio da
opcao e ela nao sera executada.

No Brasil as negociagoes de opgoes sao realizadas na Brasil, Bolsa, Balcao (B3);

que é ,até entdo, a tnica bolsa de valores em atividade no Brasil.

2.1.2 Moneyness

Por ser um derivativo, o valor de uma opcao é diretamente ligado ao valor do ativo
subjacente. E crucial analisar a relagao entre strike e spot. Essa relacao pode se encontrar

em trés estados:

o« S > K: O preco do ativo é superior ao prego de exercicio, nesse caso é vantajoso

executar a opgao. Dizemos que esta opcao esté in the money (no dinheiro).
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o« S = K: O prego do ativo é igual ao prego de exercicio. Dizemos que esta opcao

estd at the money (no dinheiro).

o S < K: O preco do ativo é inferior ao preco de exercicio, nesse caso é desvanta-
joso executar a opgao. Dizemos que esta opgao estd out of the money (fora do
dinheiro)

As relacos citadas se aplicam a calls, para o caso de puts a logica é inversa.
Chamamos esses estados de moneyness da opgao. No primeiro estado o titular da
opg¢ao possui vantagem, tem a oportunidade de comprar abaixo do preco de mercado. Nos

segundo e terceiro o lancador é que tem vantagem, lucrou o prémio da opc¢ao que nao sera

executada.

2.1.3 Payoff de uma call

O payoff de uma opgao é a diferenga entre o preco de exercicio (K) e o prego do
ativo (5). Para opgoes europeias, essa diferenga é analisada na data de vencimento (7')

da opcao, dia em que ela pode ser liquidada. Para calcular o payoff é necessario levar em
conta:

1. Se a opgao é uma call ou uma put.

2. A posicao do operador em relacao a opgao (comprada ou vendida).

O célculo do payoff de uma call europeia em posigao comprada é dado por (LO,
2018):

L S(T)-K, ,seS(T)>K
Payoff em posicao comprada = (1)

0 ,se S(T) < K
Figura 1 — Payoff de uma call europeia em posicao comprada

200 Posicao comprada em uma call

17.5 1
15.0 4 Strike (K)
12.5
10.0 A

7.5

Payoff

5.0 1

2.5

0.0

254

5.0

35 40 a5 50 55 60 65 70 75
Preco do Ativo (S)

Fonte: Autoria prépria.
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O célculo do payoff de uma call europeia em posigao vendida é dado por (LO,
2018):

o . K —-5(T), ,se K<S(T)
Payoff em posicao vendida = (2)

0 ,se S(T) < K

Figura 2 — Payoff de uma call europeia em posicao vendida

Posicao vendida em uma call
5.0 q

2.5

0.0

2.5

5.0

7.5

Payoff

-10.0
-12.5 4

-15.0 Strike (K)

-17.5 4

-20.0

35 40 a5 50 55 60 65 70 75
Prego do Ativo (S)

Fonte: Autoria proépria.

E importante ressaltar que o payoff ndo representa lucro ou prejuizo. Ele é apenas
a diferenca entre preco de exercicio e preco do ativo. A relagao de lucro e prejuizo leva em
conta o prémio da opgao.

o (S— K)—C, |, sevale a pena exercer
Retorno em posigao comprada = (3)

-C , se nao vale a pena exercer
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Figura 3 — Retorno de uma call europeia em posicao comprada

Posi¢cdo comprada em uma call

17.54 :
Strike

10.0 4

Payoff

754 Breakeven
5.01
2.5

0.0

-2.5

T T T T T T J

35 40 45 50 55 60 65 70 75
Preco do Ativo

Fonte: Autoria prépria.

C' é o valor pago pelas opgoes (prémio da opgao x nimero de opgoes compradas).

Quem estd na posicdo comprada tem um lucro potencialmente infinito e um prejuizo
maximo igual a C.

o _ C—(S—K), ,seo comprador exercer
Retorno em posicao vendida =

(4)

C , se o comprador nao exercer

Figura 4 — Retorno de uma call europeia em posicao vendida

Posi¢do vendida em uma call
2.54

\ Breakeven
0.0 + =

strike

-2.5

5.0 4

754

Payoff

-10.0

-12.5

-15.0

-17.5

35 4‘0 4‘5 5‘0 5‘5 6‘0 6‘5 7‘0 7‘5
Preco do Ativo

Fonte: Autoria prépria.

Quem esta na posicao vendida possui um lucro maximo igual a C'; o prémio que o
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lancador recebe pelos contratos, mas possui um prejuizo de potencial infinito que acom-

panha o payoff.

2.2 BLACK-SCHOLES

A Equagao (5) é a equagao diferencial de Black-Scholes-Merton (Hull, 2022, p. 349),
ela representa a evolugao do preco de uma opc¢ao (representada por f) a partir do prego
do ativo (S) e de outros fatores que interferem no prego.

of of 1

—+TS—+7025282—]6 =rf (5)
ot oS 2 052

Ela possui diferentes solucoes que dependem de que tipo de ativo esta sendo
representado por S (opgdes nao sao a tnica espécie de derivativo negociado). Cada ativo

exige condi¢oes de contorno diferentes. Para uma call europeia elas sao:

f=max(S — K,0) quandot=T (6)

O que essas condigoes impoem é que na data do vencimento (t = 7T') se o preco da
acao (S) for igual ou superior ao strike (K) a opgao vale 0, virou po.

A solugao da equagao para as condigoes de contorno citadas é expressa da seguinte
maneira (Hull, 2022, p. 352):

¢ = SoN(dy) — Ke " N(dy) (7)
Onde:
n r+ o2
by = /R e+ T N
i = In(So/K) + (r — 02/2)T _di—ovT (9)

ovT

e c: preco da call,

e Sp: preco do ativo em T=0,

o K: preco de strike da opcao,

e 7r: taxa de juros livre de risco,

o T tempo restante até a opgao expirar (em anos),
e N(d): fungao de probabilidade acumulada,

o: volatilidade do ativo.
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A formula de Black-Scholes deriva o preco de uma call a partir de dois termos:
SoN(d1) que contribui positivamente para o valor e [—Ke(""T) N(dy)] que reduz o valor.
Ambos os termos estao associados a fungoes de distribuicao Gaussiana acumulada, entre-
tanto, N(d1) e N(d2) ndo representam a mesma ideia. N(dg) representa P(St > K), o
que ¢é fundamental para a execugdo de uma call, caso contrario a call nao teria valor, seu
payoff seria zero. Pode-se dizer entdo que N(dg) representa a probabilidade de uma call

ser executada. O outro termo associado a K é e(="T)

, o fator de valor presente que ajusta
o valor de K para T = 0. Multiplicando todos esses termos obtemos o valor presente do
strike ajustado para a probabilidade da call realmente ser exercida no mundo neutro de
risco.

N(dy) representa o delta da op¢ao, o impacto causado pela variacao do prego do
ativo no precgo da call.

N(d) =8 = 5 (10)

O delta é um elemento crucial no modelo de Black-Scholes. O modelo assume que o
investidor toma medidas (hedging dindmico) para compensar variagdes no valor de delta.

Se para uma determinada call: A = N(dy) = 0, 5. Isso significa que uma variagao
de R$ 1,00 no preco do ativo causard uma variacao de R$ 0,50 no preco da call. De
maneira simples, N(d;) mede quanto da opgao se comporta como o ativo . SyN(dy) entéo
representa o preco do ativo em T' = 0.

Como ressaltado pelos proprios criadores da formula, a aplicabilidade do modelo

parte de assumir condigoes ideias para o mercado, para o ativo e para a opgao (Black;
Scholes, 1973):

» A taxa de juros de curto prazo é conhecida e é constante ao longo do tempo.

e O preco da acao segue um caminho aleatério em tempo continuo, com taxa de
varidncia proporcional ao quadrado do prego da acao. Desta forma, a distribuicao
de possiveis precos no fim de um intervalo finito é log-normal. A taxa de variancia

de retorno sobre a agdo ¢ constante.
« A acgado nao paga dividendos ou outras distribuicoes.
« A opcao é do tipo europeia, isto é, s6 pode ser exercida no vencimento.
« Nao existem custos de transagao ao comprar ou vender a agao ou a opcao.

o E possivel emprestar qualquer fracdo do preco de um titulo para compré-lo ou

manté-lo, a taxa de juro de curto prazo.

« Nao existem penalidades para venda a descoberto. Um vendedor que nao possui
o ativo pode simplesmente aceitar o prego oferecido por um comprador e com-
binar liquidar a operacao numa data futura, pagando ao comprador um valor

igual ao preco do ativo naquela data.
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Um modelo matematico adota determinadas premissas para desenvolver seus ar-
gumentos, contudo, as premissas adotadas pela formula de Black-Scholes muitas vezes
dependem de simplificagoes consideraveis da dindmica do mercado financeiro.

Os termos dy e dg dependem da volatilidade do ativo (o), e o modelo assume
que seu valor é constante no decorrer do tempo, na realidade essa volatilidade varia
constantemente: desastres naturais, crises econdmicas, eventos politicos sao alguns dos
fatores que impactam a volatilidade. E mesmo sem grandes eventos a volatilidade sofre
variagoes.

Existem custos de transagao ao comprar ou vender acdes ou opgoes, as corretoras
cobram para realizar o trabalho de corretagem e os governos podem impor tributos nessas
transacoes. Esses custos sao chamados de emolumentos, o quanto é cobrado depende do
tipo de servi¢o (compra e venda de agoes, execugao de opgoes, cotas de fundos de inves-
timento imobilidrio), do volume da transagdo (quanto maior o volume maior a aliquota),
do valor do produto e de impostos como PIS, COFINS etc (B3, 2025).

O modelo prevé que o os preco do ativo se comporta de maneira continua, mas na
realidade o prego varia em saltos, de alta ou de baixa. O prego de uma acao pode sofrer
uma variacao abrupta entre o fechamento do mercado e a sua abertura no dia seguinte.

Apesar de ser um marco teérico nas Financas Quantitativas, as inconsisténcias do
modelo de Black-Scholes o tornam um modelo limitado para aplicacoes reais, especialmente
em mercados volateis e friccoes expressivas. Essas limitagoes motivam a busca por modelos

mais consistentes e aplicaveis.

2.3 SIMULACAO DE MONTE CARLO

O método de Monte Carlo surge nos laboratérios de Los Alamos (Metropolis;
Ulam, 1949), desenvolvido pelos cientistas John Von Neumann e Stanislaw Ulam como
uma maneira de trabalhar problemas de Fisica Nuclear complexos demais para serem
resolvidos analiticamente.

O método consiste em associar um nimero aleatorio para uma variavel e gerar uma
simulagao a partir disso. Uma tnica simulacao esta totalmente sujeita ao acaso, nao é
uma informagao 1util. Entretanto, quando geramos muitas simulagoes é possivel identificar
tendéncias, caso existam, e se as tendéncias desse sistema se comportam como a de algum

outro conhecido na Fisica ou na Matematica.

2.3.1 Lei dos Grandes Numeros

O principio que fundamenta o método de Monte Carlo é a Lei dos Grandes Nuimeros
(LGN). Segundo a LGN, a medida em que o nimero de repetigoes de um dado experimento

aumenta, a média dos resultados tende ao valor esperado (esperanga) (Glasserman, 2004,
p.1).
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Seja x1,x9, ..., xy uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes e identica-

mente distribuidas com E[z;] = 6, a média amostral é:

_ 1 &
Xnp = n Z Ly (11)
1=1
A LGN afirma que:
Xp— 0
quando
n —» oo (12)

A média amostral converge para a esperanca # a medida que n cresce. Na pratica
procura-se usar um n na ordem dos milhares para garantir a precisao do experimento. A
base para a aplicagdo do método de Monte Carlo em precificagdo de opgoes é que o valor
esperado 6 pode representar o pre¢o de um derivativo (Glasserman, 2004, p. 3).

Ao optar por usar este método, ndo é mais necessario descrever o sistema estudado
através de equacoes diferenciais. E necessdrio, no entanto, achar uma descricao que se

baseia em funcoes de densidade de probabilidades.

2.3.2 Regressao a média

Existem maneiras de descrever o sistema como o Processo de Wiener (Movimento
Browniano), o Modelo Binomial (Cox; Ross; Rubinstein, 1979). Neste trabalho o modelo
utilizado sera o de regressao a média.

Usando este modelo tomamos como premissa que o preco do ativo subjacente esta
sujeito a um processo de regressao a média. Regressao a média é um fenémeno estatistico
que prevé que logo apés um resultado extremo é esperado um resultado mais proximo da
média histérica do sistema. Por exemplo, se um jogador de futebol com uma média de 1
gol por partida marca 4 gols em um determinado jogo, é esperado que na proxima partida
ele tenha um rendimento mais préoximo da média histérica.

Esse modelo é extremamente valioso para processos aleatérios que podem sofrer
variagoes bruscas no decorrer do tempo. O preco de uma agao pode despencar logo ap6s um
escandalo de corrupg¢ao corporativa, entretanto, é natural que depois de algumas semanas
ele novamente tenda a sua média histérica. Como o preco de uma opcao ¢é diretamente
ligado ao preco do ativo, o modelo de regressao a média se apresenta como uma opgao
valiosa para filtrar os saltos momentaneos do mercado.

O preco de um ativo que segue um processo de regressao a média é dado pela

seguinte equacao:

dS = —p(Sy — p)dt + odz (13)
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« : velociade de regressao a média;
o u: média historica;
e 0: volatilidade;

e 2z varidavel normal padronizada (média=0 e desvio padrao=1).
Para At — 0, a equagdo toma a seguinte forma:

Stint = St — o(St — ) At + oV Atz (14)

A simulagao de Monte Carlo opera sobre a variavel z; gerando valores aleatérios
para ela. Considere-se o seguinte exemplo: volatilidade de 20% ao ano, média histérica de
29 BRL, preco do ativo em ¢t = 0 de 31 BRL, velocidade de regressao de 100% ao ano e
uma taxa de juros livre de risco de 14% ao ano. O caculo do preco do ativo serd feito a

partir da seguinte matriz de varidveis z;:

Tabela 2 — Variaveis z; sorteadas

Dias | Trajetoria 1 | Trajetoria 2 | Trajetoria 3
1 0.315765 -0.308067 -1.05674
2 -0.311268 -0.93118 -0.614181
3 0.702916 0.728974 -1.39382
4 0.149069 -1.53755 -0.343317

Fonte: Autoria prépria.

O preco do ativo na Trajetoria 1 para o primeiro dia é calculado da seguinte
maneira:
(15)

1 1
S1,1 = 31— 1(31 = 20) 7 + 0,204 | 55 (0, B15765) = 31,3889

O salto de um dia foi representado como ﬁ, isso se deve ao fato de que as taxas de

juros no Brasil sao calculadas para um ano de 252 dias, apenas os dias tteis sao contados
(B3, 2025). Para o segundo dia:

1 1
S2,1 = 31,3880 — 1(31,3889 — 20) - + 0,204 | 725 (0, 311268) = 30,9882 (16)

E o processo se repete até que as Trajetérias tenham sido calculadas para todos os

dias, como se pode ver na tabela seguinte:
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Tabela 3 — Trajetérias do prego do ativo (spot)

Dias | Trajetéria 1 | Trajetéria 2 | Trajetéria 3
0 31 31 31
1 31.3899 30.6039 29.6607
2 30.9882 29.4244 28.8843
3 31.8659 30.3411 27.1287
4 32.0424 28.3987 26.7036

Fonte: Autoria proépria.

Até entao apenas calculou-se o preco do ativo, como esses dados determinam o
valor da opgao?
Tomando como base uma call com strike de 28 BRL e assumindo que as trés

trajetorias sdo equiprovaveis, o payoff de cada trajetéra é:

Tabela 4 — Payoff de cada trajetéria

Trajetoria 1 | Trajetéria 2 | Trajetéria 3
4,0424 0,3987 0
Fonte: Autoria proépria.

Payoff (BRL)

A média aritmética dos payoffs é 1,4803 BRL. Esse, no entanto, é o valor da opcao
na data de vencimento. E necessario levar em conta o desgaste inflacionério e ajustar a

média para o presente (t = 0):

Valor Futuro = (Valor Presente).erT (17)
1,4803

ValOI' Presente = m (18)

Valor Presente = 1,477 BRL (19)

O Valor Presente representa o prémio da opg¢ao. Neste exemplo, considerou-se um
periodo de apenas 4 dias, entao a diferenca entre o Valor Presente e o Valor Futuro nao é
expressiva, em periodos maiores a diferenca é mais relevante.

Uma representacao usual desse processo é através de graficos que contém os cami-

nhos simulados:
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informacoes sobre o comportamento do sistema.

de resultados em uma determinada regiao.

Figura 5 — Caminhos para 5 simulagoes e 10 simulagoes

Caminhos possiveis para o Spot

0 10 20 30 a0 50 60
Dias

(a) 5 caminhos

Caminhos possiveis para o Spot

o 10 20 30 a0 50 60
Dias

(b) 10 caminhos

Fonte: Autoria proépria.

Com poucas simulacoes os resultados sao dispersos, nao é possivel extrair muitas

Figura 6 — Caminhos para 25 simulag¢des e 50 simulagoes

Caminhos possiveis para o Spot

-A . —
”"
i X
""‘,’“'?’% D ?

A AP

(a) 25 caminhos

Caminhos possiveis para o Spot

0 10 20 30 40 50 60
Dias

(b) 50 caminhos

Fonte: Autoria prépria.

Quando aumentamos a quantidade de caminhos é possivel perceber a concentragao
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Figura 7 — Caminhos para 100 simulagoes
Caminhos possiveis para o Spot
28
27 -
26 -
25 -
-
3 24 -
)
23 -
22 -
21 -
20 ; ; ; ; ; ; ;
0 10 20 30 40 50
Dias

60
Fonte: Autoria prépria.

Com 100 simulagoes a concentracao de resultados em uma determinada area fica

ainda mais evidente, a quantidade de caminhos se sobrepondo ja nao torna viavel uma
avaliacao visual do comportamento do sistema.
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3 METODOLOGIA

3.1 DADOS

Para este trabalho se usou o preco das opgoes de compra sobre as agoes preferenciais
da Petrobras, registradas na B3 com o codigo de negociacao PETRA4. Esses pregos foram
usados como linha de base para determinar a efetividade da simulagao. As cotagoes podem
ser encontradas no site Yahoo Finance. O intervalo de tempo analisado foi de 19/01/2023
a 18/04/2023.

Nao existe apenas um contrato de opcao para PETR4. Os investidores lancam

diversos contratos e estes sdo codificados da seguinte maneira:
PETR+X4+YYY

Onde PETR ¢ o prefixo da acao sobre a qual a opcao se baseia, X é uma letra que
representa o més de vencimento do contrato e YYY é um numero atribuido pela B3 a
uma série que identifica aquele contrato. E comum que esses digitos YYY representem
o Strike da opcao, entretanto esta nao é uma regra e os contratos que foram utilizados

neste trabalho demonstram isso. O digito X ,todavia, respeita um padrao internacional.

Tabela 5 — Cédigo internacional para o més de vencimento

Vencimento | Call | Put
Janeiro A M
Fevereiro B N
Margo C @)
Abril D P
Maio E Q
Junho F R
Julho G S
Agosto H T
Setembro I U
Outubro J A%
Novembro K AW
Dezembro L X
Fonte: B3.

Apesar de ser o modelo proposto para codificar os contratos, nao existe uma
uniformidade entre os c6digos. Para alguns contratos os digitos YYY representam o strike

da opcao. As séries de preco analisadas nesse trabalho nao possuem esta caracteristica.

3.2 IMPLEMENTACAO DO MODELO

O modelo apresentado na equagao (14) foi implementado em Python 3 e seguiu os

passos apresentados na imagem:
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Figura 8 — Procedimentos Metodolégicos

IMPLEMENTACAO DO
MODELO

Traducao do modelo Definicado dos Determinacao de @
matematico para parametros e Ajustes na simulacao atraveés das métricas
Python condicdes iniciais de erro

Fonte: Autoria prépria.

O primeiro passo foi escrever a equacao em Python. A equacao foi inserida den-

tro de um lago for, ja que cada simula¢do é um "caminho'(S; depende de S; 1), para

armazenar os valores calculados e operar novamente sobre eles no proximo passo. Os

dados foram armazenados em uma planilha da qual o cdédigo acessava através da funcao

textpd.read_excel(). Os dados foram organizados em uma matriz que era atualizada a

cada operacao da Equacao (14).

O segundo passo foi determinar os parametros para os quais a equacao iria calcular.

Para o nimero de dias T foi usado a quantidade de dias até o vencimento da

opcao, T' = 62 dias.

Para ¢, a principio testou-se alguns valores apenas para ver o comportamento

do grafico. Os valores mais precisos de ¢ eram alvo do estudo.

Para u, a média historica foi calculada a partir dos dados usando a funcao

np.mean().
Para o, a volatilidade foi calculada a partir dos dados usando a fungdo np.std ().
Para r, usou-se a taxa de juros da época, r = 0,1375 (SELIC de 13,75% a.a.).

Para At, esse elemento representa o passo da equagao, a unidade de atualizagao
temporal do sistema. No mundo financeiro esse valor é de ﬁ, um dia do ano

comercial.

Foram realizadas o total de 30 simulagoes.

O terceiro passo foi analisar as simulacoes preliminares e fazer ajustes que tornassem

o modelo mais adequado ao mundo real.

Outra consideracao foi o caso de payoffs negativos, que ocorrem quando o valor

da agdo é menor que o valor do strike (S — K < 0). No mundo real ninguém optaria

por executar uma opc¢ao cujo strike estivesse maior que o preco atual. Usou-se a fungao

np.maximum() para limitar o valor do payoff a 0.
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O quarto passo foi determinar valores de ¢ que minimizassem o erro da simulagao.

As métricas utilizadas estao descritas na préxima secao.

3.3 METRICAS DE ERRO

O método usado para determinar a confiabilidade da simulacao de Monte Carlo e
sua possivel superioridade em relacdo ao modelo de Black-Scholes sera a analise de erro
dos dois modelos. As métricas usadas neste trabalho serao o MAE, o MSE e o MAPE.

3.3.1 MAE

O MAE (Mean Absolute Error) ¢ uma métrica de erro que informa a magnitude
do erro entre a previsao do modelo (7;) e os resultados legitimos (y;). O médulo garante
que os valores sempre sao positivos, mesmo para §; > y;. Quanto mais préximo de 0 for o

valor do MAE, mais preciso o modelo.

n

1 .
MAEZRZ:llyi—yH (20)
1=

3.3.2 MSE

O MSE (Mean Squared Error) é uma métrica de erro que informa o quadrado
da diferenga entre o resultado legitimo (y;) e a previsao do modelo (§;). Por ser elevado
ao quadrado o resultado serd sempre positivo e a medida serd mais sensivel a grandes
variagoes. Assim como o MAE, quanto mais préoximo de 0 for o valor, mais preciso o

modelo.
1 & 9
MSE == 3 (: — ) 1)
=1

3.3.3 MAPE

O MAPE (Mean Absolute Percentage Error) informa a diferenca entre o resultado
legitimo (y;) e a previsao do modelo (g;) divida pelo valor legitimo. Essa métrica nos
informa a quantos % do valor legitimo a medida estd. Assim como MAE e MSE, quanto
mais préximo de 0 for o valor, mais preciso serd o modelo.

LA Y
MAPE = = ) |2—=| (22)
ne oy

]
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4 RESULTADOS

Os resultados discutidos nessa se¢ao foram obtidos através da implementagao em
Python dos métodos citados na Secao 3. Analisou-se 11 séries de pregos com maior volume
de negociacao das calls PETRD (vencimento em abril de 2023). Nas tabelas, as melhores

métricas foram destacadas em negrito.

4.1 BLACK-SCHOLES

Tabela 6 — Erros estatisticos do modelo de Black-Scholes

PETRD | K(BRL) | MAE | MSE | MAPE
291 28,26 | 14,744 | 217,40 | 211,56
222 26,76 | 14,370 | 206,49 | 20,238
266 27,76 | 14,735 | 217,12 | 87,506
271 27,76 | 14,607 | 213,35 | 38,063
220 26,26 | 14,024 | 196,68 | 11,930
227 25,26 | 13,188 | 173,92 | 4,8318
202 25,76 | 13,630 | 185,78 | 7,6108
194 23,76 | 12,019 | 144,46 | 0,6239
183 24,76 | 12,757 | 162,73 | 2,9699
198 22,76 | 11,219 | 125,86 | 1,2677
122 22,26 | 10,796 | 116,55 | 2,1239

Fonte: Autoria proépria.

Os dados apresentados na tabela mostram os valores das métricas de erro para os
resultados da solugao analitica do modelo de Black-Scholes. Enfatiza-se em especial os
valores do MSE, uma vez que ele pune mais gravemente valores atipicos. Grandes discre-
pancias sao perigosas, pois podem indicar janelas de arbitragem que expdem os operadores
a perdas financeiras significativas. A call PETRD122 (K=22,26 BRL) apresentou o melhor
MSE (116,55).

Tanto os valores do MAE e do MSE sao bastante elevados, essa discrepancia ja
era esperada ja que as limitacdes do modelo de Black-Scholes desviam suas previsoes dos
resultados reais.

Esses valores serviram de base de comparacao para os resultados obtidos através

da simulac¢ao de Monte Carlo.

4.2 SIMULACAO DE MONTE CARLO

Pela simulagao de Monte Carlo a opgao PETRD291 (K=22,26 BRL) apresentou
o melhor MSE (0,00002). Destacam-se também as op¢oes PETRD271 (K=27,76 BRL) e
PETRD198 (K=22,76 BRL) que apresentaram valores na quinta ordem decimal, 9 x 107

e 8 x 10_5, respectivamente.
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Tabela 7 — Erros estatisticos do simulagao de Métricas de erro do modelo MC

PETRD | K(BRL) | MAE | MSE | MAPE
291 28,26 | 0,0049 | 0,00002 | 0,1173
9222 26,76 | 0,0313 | 0,0009 | 0,0718
266 27,76 | 0,0243 | 0,0005 | 0,0300
271 27,76 | 0,0095 | 0,00009 | 0,0321
220 26,26 | 0,0641 | 0,0041 | 0,0085
227 2526 | 0,0363 | 0,0013 | 0,1806
202 25,76 | 0,0298 | 0,0008 | 0,0199
194 23,76 | 0,0594 | 0,0035 | 2,1668
183 24,76 | 0,0285 | 0,0008 | 1,1600
198 22,76 | 0,0093 | 0,00008 | 3,3432
122 22,26 | 0,0144 | 0,0002 | 3,9297

Fonte: Autoria propria.

E possivel ver uma grande disparidade nas métricas de erro da simulagdo de Monte

Carlo para o modelo classico de Black-Scholes. Até mesmo o pior resultado com Monte
Carlo, para a opcao PETRD220 (MSE de 0,0041), é muito superior ao melhor resultado
da solugao usando Black-Scholes, PETRD122 (MSE de 116,55). Os resultados préximos

de zero indicam que o modelo é confiavel.

A seguir os graficos das opg¢oes citadas, a linha pontilhada vermelha representa a
evolugao do spot, a linha rosa (cp,) representa o preco previsto pela solu¢ao de Black-
Scholes, a linha ciano (ctqrget) representa o custo real da opgao, a linha estaciondria azul

(K) representa o strike de cada contrato.

Figura 9 — Gréficos das opgdoes PETRD122 e PETRD220
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Autoria prépria.
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Figura 10 — Graficos das opcoes PETRD271 e PETRD291
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Fonte: Autoria prépria.

4.3 VELOCIDADE DE REGRESSAO

As métricas de erro variam de acordo com a velocidade de regressao (¢) adotada,
as métricas de erro apresentadas anteriormente foram os melhores valores encontrados e

para cada um desses melhores valores existe também um ¢ associado.

Tabela 8 — Valores de ¢ que otimizam o MSE

PETRD | MSE | ®stimo
291 | 0,00002 | -8,00
222 | 0,0009 | -8,33
266 | 0,0005 | -7.83
271 | 0,00009 | -8,17
220 | 0,0041 | -7,67
227 | 0,0013 | -8,67
202 | 0,0008 | -9,00
194 | 0,0035 | -9,17
183 | 0,0008 | -9,00
198 | 0,00008 | -8,67
122 | 0,0002 | -8,67

Fonte: Autoria prépria.
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Tabela 9 — Valores de ¢ que otimizam o MAPE

PETRD | MAPE | ®4timo
201 | 0,1173 | -7,83
222 | 0,0718 | -8,00
266 | 0,0300 | -6,83
271 | 0,0321 | -7,17
220 | 0,0085 | -8,83
227 | 0,1806 | -10,00
202 | 0,0199 | -9,83
194 | 2,1668 | -10,00
183 | 1,1600 | -9.83
198 | 3,3432 | -10,00
122 | 3,9297 | -10,00

Fonte: Autoria prépria.

Os valores de ¢ que otimizaram o MSE tiveram um valor médio de -8,47. Os valores

de ¢ que otimizaram o MAPE tiveram um valor médio de -8,04, sem grandes disparidades

entre as métricas. Isso significa que as opc¢des possuiam uma taxa de regressao a média

de aproximadamente 800% ao ano ( 20% ao més). Esse valor é muito elevado e representa

uma tendéncia retorno rapido a média.
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5 CONCLUSOES

O presente trabalho examinou a simulagdo de Monte Carlo para regressao a média,
um método ja descrito teoricamente, mas carente de trabalhos praticos que sustentem a

sua efetividade. A partir dos resultados coletados, é possivel fazer algumas afirmagoes:

o O modelo de Black-Scholes apresenta métricas de erro muito grandes quando

aplicado em opgoes de compra reais.

o A simulacao de Monte Carlo para regressao a média é capaz de prever com

eficiéncia o comportamento de uma opcao real.

Este trabalho, no entanto, possui algumas limitagoes que devem ser consideradas
e servem de motivagao para trabalhos futuros:
« O presente trabalho analisou apenas calls europeias, é necessario investigar se

o método tem a mesma efetividade para determinar o comportamento de puts.

» As opgoes analisadas eram europeias (executdveis apenas no vencimento), se-
ria interessante investigar a praticidade deste modelo para opc¢oes americanas

(executaveis até o vencimento).

o Testar o método para tempos de vencimento maiores.
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APENDICE A - GRAFICOS COM TRAJETORIAS

Trajetorias das opgoes PETRD122 e PETRD183
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Trajetorias das opgoes PETRD194 e PETRD198
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Trajetorias das opgoes PETRD202 e PETRD220
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Trajetorias das opgoes PETRD222 e PETRD227
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Trajetérias das opgoes PETRD266 e PETRD271
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Trajetorias da opgao PETRD291
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