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"All models are wrong but some are useful"
George E. P. Box



RESUMO

O mercado de opções vem se expandindo em ritmo significativo a cada ano, aumentando
a importância de métodos precisos de precificação de opções. Abordagens tradicionais
incluem o consagrado modelo de Black-Scholes, um modelo de grande valor teórico, porém
com limitada aplicabilidade prática no trading. Este trabalho investiga a eficiência da
simulação de Monte Carlo como técnica alternativa para determinar o prêmio de uma
opção de compra europeia. As simulações são construídas a partir do modelo de regressão à
média, um fenômeno estatístico que estabelece que, após uma medida extrema, a próxima
tende a se aproximar mais da média histórica do sistema. Esse modelo é particularmente
pertinente para a precificação de opções, uma vez que o preço de uma ação pode sofrer
saltos abruptos antes de retornar ao seu preço médio de longo prazo. Embora o método
de Monte Carlo para regressão à média já tenha sido descrito teoricamente, há uma
notável escassez de estudos empíricos que o utilizem para calcular o preço de opções.
Neste trabalho, o método foi implementado em Python, assim como a solução analítica
de Black-Scholes. Os resultados de cada método foram então comparados aos preços reais
de contratos de opção PETR4 para fins de análise de erro.

Palavras-chave: opções europeias; simulação de Monte Carlo; regressão à média.



ABSTRACT

The options market has been expanding at a significant rate each year, raising the im-
portance of accurate option pricing methods.Traditional approaches include the well-
established Black-Scholes model, a model that holds great theoretical value but lacks
trading applicability. This work investigates the efficiency of Monte Carlo simulation as
an alternative technique to determine the premium of a European call option. The simu-
lations are built around the regression-to-the-mean model, a statistical phenomenon that
stipulates that after an extreme measurement, the next one is more likely to be closer
to the historical mean of the system. This model is compelling for option pricing, as the
price of stock can suffer abrupt jumps before returning to the long-term mean. Although
the Monte Carlo for mean regression method was already described theoretically, there
is a noticeable lack of empirical studies that employ it as a way to calculate the option
price. In this work, the method was implemented in Python, as well as the Black-Scholes
analytical solution. The results of each method were then compared to the actual prices
of PETR4 option contracts for error analysis.

Keywords: european options; Monte Carlo simulation; reversion to the mean.
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1 INTRODUÇÃO

1.1 O MERCADO DE OPÇÕES

Derivativos são uma espécie de contrato financeiro que está associados a outro
produto (ativo). Esse ativo pode ser uma ação de uma empresa de capital aberto, uma
commodity ou uma moeda. Opções são derivativos que garantem o direito de comprar ou
vender o ativo a um preço pré-acordado mediante o pagamento de um prêmio (valor pago
para possuir a opção) (Jarrow; Chatterjea, 2024).

Em 2019, a Options Clearing Corporation (OCC), corporação responsável por
validar todas as negociações de contratos de opções nos Estados Unidos, emitiu em seu
relatório anual um volume total de 5 bilhões de contratos negociados. Em 2024 o número
anunciado foi de 12 bilhões de contratos negociados, um aumento de 140% no volume de
negociações em 5 anos. Esse aumento é equivalente ao aumento entre 2006 (2 bilhões de
contratos) e 2018 (5 bilhões de contratos), um intervalo de 12 anos. O mercado de opções
não só cresce, como cresce rapidamente.

No cerne do estudo sobre opções está o problema da precificação. Avaliar o prêmio
do contrato com um preço adequado, levando em conta a natureza do ativo e a volatilidade
do mercado, é fundamental para a saúde do mercado. Existem tentativas de precificação
de opções pelo menos desde o século XVII, entretanto o marco histórico acontece em
1973 quando Fisher Black e Myron Scholes publicam sua proposta para a precificação de
opções expressando o valor do ativo por meio de uma equação diferencial. Posteriormente,
Robert Merton aprimoraria o trabalho de Black e Scholes e constituiria o modelo de
Black-Scholes-Merton (comumente referido como modelo de Black-Scholes). Em 1997 a
Academia Real Sueca de Ciências laureou Scholes e Merton com o Nobel de Ciências
Econômicas, pelo novo método de precificar opções. Fisher Black morrera em 1995 e por
isso não foi laureado, uma vez que o prêmio não é concedido postumamente.

O modelo de Black-Scholes, apesar de ser a primeira formulação matematicamente
rigorosa para a precificação de opções, possui limitações. Algumas das premissas usadas
para resolver analiticamente o problema, como volatilidade e taxa de juros livre de risco
constantes, fazem com que sua aplicação gere resultados muito distantes da realidade.
Haug e Taleb (2008) irão defender que o modelo não passa de um mero experimento
mental.

O avanço do poder computacional permitiu que métodos numéricos se tornassem
uma alternativa poderosa para resolver problemas cuja solução analítica é excessivamente
trabalhosa ou está constrita a premissas que tornem inviáveis a sua aplicabilidade no
mundo real. Este trabalho utiliza um destes métodos computacionais, a simulação de
Monte Carlo, para encontrar o preço de opções de compra europeia.

O trabalho está organizado da seguinte maneira: no Capítulo 2 estão descritos
os principais conceitos discutidos (opções, modelo de Black-Scholes, simulação de Monte
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Carlo, modelo de regressão à média). No capítulo 3, estão descritos os procedimentos
metodológicos adotados para avaliar a viabilidade do modelo proposto. No capítulo 4,
estão expostos os resultados das simulações e a análise de erro do modelo proposto
comparada a análise de erro do modelo clássico de Black-Scholes. No capítulo 5, estão as
conclusões extraídas dos resultados obtidos.

1.2 OBJETIVOS

1.2.1 Objetivo Geral

Estudar a eficiência da Simulação de Monte Carlo aplicada a um modelo de re-
gressão à média como técnica para precificar opções, comparando seu desempenho com a
solução analítica de Black–Scholes.

1.2.2 Objetivos específicos

• Implementar a simulação de Monte Carlo para regressão à média;

• Comparar o erro das da simulação com o resultado da solução analítica de
Black-Scholes para os mesmos parâmetros;

• Examinar a existência de valores ótimos para velocidade de regressão (φ).
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2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA

2.1 OPÇÕES

Opções são uma espécie de derivativo, produtos financeiros que estão associados
a um determinado ativo. Adquirir uma opção concede ao comprador dela (denominado
“titular da opção”) o direito de executar uma determinada operação financeira (Molero;
Mello, 2019, p. 164).

• A opção pode conceder ao titular o direito de comprar algo por um determinado
preço, esse tipo de opção chamamos de call.

• A opção pode também conceder o direito de vender algo por um determinado
preço, esse tipo de opção chamamos de put.

Chama-se aquele que oferta a opção de “lançador da opção”. O lançador oferta
uma opção (seja uma call ou uma put) e é possível adquiri-la através do pagamento de um
prêmio, que consiste em um valor em dinheiro para adquirir a opção e se tornar o titular
da mesma. Enquanto a opção concede ao titular um direito; ela concede ao lançador um
dever, mesmo que a execução de uma opção não seja financeiramente vantajosa para o
lançador ele é obrigado a acatar a vontade do titular (contanto que ela ocorra dentro dos
termos do contrato).

O valor do prêmio depende de diversos fatores, principalmente do valor do ativo
que está associado àquela opção (Pfützenreuter, 2021, p.21). Essa dinâmica entre o valor
atual do ativo e o valor de execução de uma opção (preço determinado) permite que
através da negociação de opções seja possível lucrar ou perder dinheiro.

2.1.1 Características

Segundo Wilmott (1998, p. 26) as principais características de um contrato de
opção são:

• Prêmio - o valor pago para ser titular de uma opção.

• Ativo Subjacente - o ativo no qual o valor da opção está baseado, o preço desse
ativo é comumente chamado de spot.

• Vencimento - a data limite de vigência do contrato de opção.

• Preço de exercício ou strike - o preço de liquidação preestabelecido no contrato
(o preço de venda ou compra do ativo).

• Payoff - representa o lucro do titular da opção com a execução do contrato.

• Posição comprada - a posição do titular em relação ao prêmio.

• Posição vendida - a posição do lançador em relação ao prêmio.
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Alguns desses elementos serão utilizados nos cálculos para precificar a opção, segue
uma tabela com a representação usual:

Tabela 1 – Representações

Prêmio de uma call c
Prêmio de uma put p

Vencimento T
Preço de exercício (strike) K

Preço do ativo subjacente (spot) S
Fonte: Autoria própria.

Outra noção importante é que não existe apenas um estilo de opção, elas são
divididas de acordo com a permissão do exercício (Pfützenreuter, 2021, p.36-37):

• Opções Europeias: Exercício permitido no dia do vencimento.

• Opções Americanas: Exercício permitido até o dia do vencimento.

• Opções Asiáticas: Concedem ao comprador o direito sobre um preço médio
do ativo subjacente.

• Opções das Bermudas: Exercício permitido em datas específicas antes do
vencimento.

• Opções de Barreira: Perdem a validade se o preço do ativo subjacente cruzar
um certo limite (para cima ou para baixo).

O detentor da opção dispõe de um título que o permita comprar uma ação mais
barato que o valor atual de mercado (call) ou também lhe concede o direito de vender
uma ação a um preço superior ao valor atual de mercado (put). Dessa forma o detentor
da ação pode lucrar, executando a sua opção ou até mesmo a vendendo para terceiros
que possuam interesse. Entretanto, levando em conta o valor atual de mercado e o valor
de execução da opção também é possível que o título não tenha valor algum, nesse caso
dizemos que a opção “virou pó”. Nesse cenário o lançador lucra, pois recebeu o prêmio da
opção e ela não será executada.

No Brasil as negociações de opções são realizadas na Brasil, Bolsa, Balcão (B3);
que é ,até então, a única bolsa de valores em atividade no Brasil.

2.1.2 Moneyness

Por ser um derivativo, o valor de uma opção é diretamente ligado ao valor do ativo
subjacente. É crucial analisar a relação entre strike e spot. Essa relação pode se encontrar
em três estados:

• S ¡ K: O preço do ativo é superior ao preço de exercício, nesse caso é vantajoso
executar a opção. Dizemos que esta opção está in the money (no dinheiro).



Capítulo 2. Revisão bibliográfica 15

• S � K: O preço do ativo é igual ao preço de exercício. Dizemos que esta opção
está at the money (no dinheiro).

• S   K: O preço do ativo é inferior ao preço de exercício, nesse caso é desvanta-
joso executar a opção. Dizemos que esta opção está out of the money (fora do
dinheiro)

As relaçõs citadas se aplicam a calls, para o caso de puts a lógica é inversa.
Chamamos esses estados de moneyness da opção. No primeiro estado o titular da

opção possui vantagem, tem a oportunidade de comprar abaixo do preço de mercado. Nos
segundo e terceiro o lançador é que tem vantagem, lucrou o prêmio da opção que não será
executada.

2.1.3 Payoff de uma call

O payoff de uma opção é a diferença entre o preço de exercício (K) e o preço do
ativo (S). Para opções europeias, essa diferença é analisada na data de vencimento (T )
da opção, dia em que ela pode ser liquidada. Para calcular o payoff é necessário levar em
conta:

1. Se a opção é uma call ou uma put.

2. A posição do operador em relação à opção (comprada ou vendida).
O cálculo do payoff de uma call europeia em posição comprada é dado por (LO,

2018):

Payoff em posição comprada �
$&
%SpT q �K, , se SpT q ¡ K

0 , se SpT q ¤ K
(1)

Figura 1 – Payoff de uma call europeia em posição comprada

Fonte: Autoria própria.
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O cálculo do payoff de uma call europeia em posição vendida é dado por (LO,
2018):

Payoff em posição vendida �
$&
%K � SpT q, , se K   SpT q

0 , se SpT q ¤ K
(2)

Figura 2 – Payoff de uma call europeia em posição vendida

Fonte: Autoria própria.

É importante ressaltar que o payoff não representa lucro ou prejuízo. Ele é apenas
a diferença entre preço de exercício e preço do ativo. A relação de lucro e prejuízo leva em
conta o prêmio da opção.

Retorno em posição comprada �
$&
%pS �Kq � C, , se vale a pena exercer

�C , se não vale a pena exercer
(3)
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Figura 3 – Retorno de uma call europeia em posição comprada

Fonte: Autoria própria.

C é o valor pago pelas opções (prêmio da opção x número de opções compradas).
Quem está na posição comprada tem um lucro potencialmente infinito e um prejuízo
máximo igual a C.

Retorno em posição vendida �
$&
%C � pS �Kq, , se o comprador exercer

C , se o comprador não exercer
(4)

Figura 4 – Retorno de uma call europeia em posição vendida

Fonte: Autoria própria.

Quem está na posição vendida possui um lucro máximo igual a C, o prêmio que o
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lançador recebe pelos contratos, mas possui um prejuízo de potencial infinito que acom-
panha o payoff.

2.2 BLACK-SCHOLES

A Equação (5) é a equação diferencial de Black-Scholes-Merton (Hull, 2022, p. 349),
ela representa a evolução do preço de uma opção (representada por f) a partir do preço
do ativo (S) e de outros fatores que interferem no preço.

Bf

Bt
� rS

Bf

BS
� 1

2σ2S2 B2f

BS2 � rf (5)

Ela possui diferentes soluções que dependem de que tipo de ativo está sendo
representado por S (opções não são a única espécie de derivativo negociado). Cada ativo
exige condições de contorno diferentes. Para uma call europeia elas são:

f � maxpS �K, 0q quando t � T (6)

O que essas condições impõem é que na data do vencimento (t � T ) se o preço da
ação (S) for igual ou superior ao strike (K) a opção vale 0, virou pó.

A solução da equação para as condições de contorno citadas é expressa da seguinte
maneira (Hull, 2022, p. 352):

c � S0Npd1q �Ke�rT Npd2q (7)

Onde:

d1 � lnpS0{Kq � pr � σ2{2qT
σ
?

T
(8)

d2 � lnpS0{Kq � pr � σ2{2qT
σ
?

T
� d1 � σ

?
T (9)

• c: preço da call,

• S0: preço do ativo em T=0,

• K: preço de strike da opção,

• r: taxa de juros livre de risco,

• T : tempo restante até a opção expirar (em anos),

• Npdq: função de probabilidade acumulada,

• σ: volatilidade do ativo.
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A fórmula de Black-Scholes deriva o preço de uma call a partir de dois termos:
S0Npd1q que contribui positivamente para o valor e r�Kep�rT qNpd2qs que reduz o valor.
Ambos os termos estão associados a funções de distribuição Gaussiana acumulada, entre-
tanto, Npd1q e Npd2q não representam a mesma ideia. Npd2q representa P pST ¡ Kq, o
que é fundamental para a execução de uma call, caso contrário a call não teria valor, seu
payoff seria zero. Pode-se dizer então que Npd2q representa a probabilidade de uma call
ser executada. O outro termo associado a K é ep�rT q, o fator de valor presente que ajusta
o valor de K para T � 0. Multiplicando todos esses termos obtemos o valor presente do
strike ajustado para a probabilidade da call realmente ser exercida no mundo neutro de
risco.

Npd1q representa o delta da opção, o impacto causado pela variação do preço do
ativo no preço da call.

Npd1q � ∆ � Bc

BS0
(10)

O delta é um elemento crucial no modelo de Black-Scholes. O modelo assume que o
investidor toma medidas (hedging dinâmico) para compensar variações no valor de delta.

Se para uma determinada call: ∆ � Npd1q � 0, 5. Isso significa que uma variação
de R$ 1,00 no preço do ativo causará uma variação de R$ 0,50 no preço da call. De
maneira simples, Npd1q mede quanto da opção se comporta como o ativo . S0Npd1q então
representa o preço do ativo em T � 0.

Como ressaltado pelos próprios criadores da fórmula, a aplicabilidade do modelo
parte de assumir condições ideias para o mercado, para o ativo e para a opção (Black;
Scholes, 1973):

• A taxa de juros de curto prazo é conhecida e é constante ao longo do tempo.

• O preço da ação segue um caminho aleatório em tempo contínuo, com taxa de
variância proporcional ao quadrado do preço da ação. Desta forma, a distribuição
de possíveis preços no fim de um intervalo finito é log-normal. A taxa de variância
de retorno sobre a ação é constante.

• A ação não paga dividendos ou outras distribuições.

• A opção é do tipo europeia, isto é, só pode ser exercida no vencimento.

• Não existem custos de transação ao comprar ou vender a ação ou a opção.

• É possível emprestar qualquer fração do preço de um título para comprá-lo ou
mantê-lo, à taxa de juro de curto prazo.

• Não existem penalidades para venda a descoberto. Um vendedor que não possui
o ativo pode simplesmente aceitar o preço oferecido por um comprador e com-
binar liquidar a operação numa data futura, pagando ao comprador um valor
igual ao preço do ativo naquela data.
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Um modelo matemático adota determinadas premissas para desenvolver seus ar-
gumentos, contudo, as premissas adotadas pela fórmula de Black-Scholes muitas vezes
dependem de simplificações consideráveis da dinâmica do mercado financeiro.

Os termos d1 e d2 dependem da volatilidade do ativo (σ), e o modelo assume
que seu valor é constante no decorrer do tempo, na realidade essa volatilidade varia
constantemente: desastres naturais, crises econômicas, eventos políticos são alguns dos
fatores que impactam a volatilidade. E mesmo sem grandes eventos a volatilidade sofre
variações.

Existem custos de transação ao comprar ou vender ações ou opções, as corretoras
cobram para realizar o trabalho de corretagem e os governos podem impor tributos nessas
transações. Esses custos são chamados de emolumentos, o quanto é cobrado depende do
tipo de serviço (compra e venda de ações, execução de opções, cotas de fundos de inves-
timento imobiliário), do volume da transação (quanto maior o volume maior a alíquota),
do valor do produto e de impostos como PIS, COFINS etc (B3, 2025).

O modelo prevê que o os preço do ativo se comporta de maneira contínua, mas na
realidade o preço varia em saltos, de alta ou de baixa. O preço de uma ação pode sofrer
uma variação abrupta entre o fechamento do mercado e a sua abertura no dia seguinte.

Apesar de ser um marco teórico nas Finanças Quantitativas, as inconsistências do
modelo de Black-Scholes o tornam um modelo limitado para aplicações reais, especialmente
em mercados voláteis e fricções expressivas. Essas limitações motivam a busca por modelos
mais consistentes e aplicáveis.

2.3 SIMULAÇÃO DE MONTE CARLO

O método de Monte Carlo surge nos laboratórios de Los Alamos (Metropolis;
Ulam, 1949), desenvolvido pelos cientistas John Von Neumann e Stanislaw Ulam como
uma maneira de trabalhar problemas de Física Nuclear complexos demais para serem
resolvidos analiticamente.

O método consiste em associar um número aleatório para uma variável e gerar uma
simulação a partir disso. Uma única simulação está totalmente sujeita ao acaso, não é
uma informação útil. Entretanto, quando geramos muitas simulações é possível identificar
tendências, caso existam, e se as tendências desse sistema se comportam como a de algum
outro conhecido na Física ou na Matemática.

2.3.1 Lei dos Grandes Números

O princípio que fundamenta o método de Monte Carlo é a Lei dos Grandes Números
(LGN). Segundo a LGN, à medida em que o número de repetições de um dado experimento
aumenta, a média dos resultados tende ao valor esperado (esperança) (Glasserman, 2004,
p.1).
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Seja x1, x2, ..., xn uma sequência de variáveis aleatórias independentes e identica-
mente distribuídas com Erxis � θ, a média amostral é:

�Xn � 1
n

ņ

i�1
xi (11)

A LGN afirma que:

�Xn ÝÑ θ

quando
n ÝÑ 8 (12)

A média amostral converge para a esperança θ à medida que n cresce. Na prática
procura-se usar um n na ordem dos milhares para garantir a precisão do experimento. A
base para a aplicação do método de Monte Carlo em precificação de opções é que o valor
esperado θ pode representar o preço de um derivativo (Glasserman, 2004, p. 3).

Ao optar por usar este método, não é mais necessário descrever o sistema estudado
através de equações diferenciais. É necessário, no entanto, achar uma descrição que se
baseia em funções de densidade de probabilidades.

2.3.2 Regressão à média

Existem maneiras de descrever o sistema como o Processo de Wiener (Movimento
Browniano), o Modelo Binomial (Cox; Ross; Rubinstein, 1979). Neste trabalho o modelo
utilizado será o de regressão à média.

Usando este modelo tomamos como premissa que o preço do ativo subjacente está
sujeito a um processo de regressão à média. Regressão à média é um fenômeno estatístico
que prevê que logo após um resultado extremo é esperado um resultado mais próximo da
média histórica do sistema. Por exemplo, se um jogador de futebol com uma média de 1
gol por partida marca 4 gols em um determinado jogo, é esperado que na próxima partida
ele tenha um rendimento mais próximo da média histórica.

Esse modelo é extremamente valioso para processos aleatórios que podem sofrer
variações bruscas no decorrer do tempo. O preço de uma ação pode despencar logo após um
escândalo de corrupção corporativa, entretanto, é natural que depois de algumas semanas
ele novamente tenda a sua média histórica. Como o preço de uma opção é diretamente
ligado ao preço do ativo, o modelo de regressão à média se apresenta como uma opção
valiosa para filtrar os saltos momentâneos do mercado.

O preço de um ativo que segue um processo de regressão à média é dado pela
seguinte equação:

dS � �φpSt � µqdt� σdzt (13)
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• φ: velociade de regressão à média;

• µ: média histórica;

• σ: volatilidade;

• zt: variável normal padronizada (média=0 e desvio padrão=1).
Para ∆t ÝÑ 0, a equação toma a seguinte forma:

St�∆t � St � φpSt � µq∆t� σ
?

∆tzt (14)

A simulação de Monte Carlo opera sobre a variável zt gerando valores aleatórios
para ela. Considere-se o seguinte exemplo: volatilidade de 20% ao ano, média histórica de
29 BRL, preço do ativo em t � 0 de 31 BRL, velocidade de regressão de 100% ao ano e
uma taxa de juros livre de risco de 14% ao ano. O cáculo do preço do ativo será feito a
partir da seguinte matriz de variáveis zt:

Tabela 2 – Variáveis zt sorteadas

Dias Trajetória 1 Trajetória 2 Trajetória 3
1 0.315765 -0.308067 -1.05674
2 -0.311268 -0.93118 -0.614181
3 0.702916 0.728974 -1.39382
4 0.149069 -1.53755 -0.343317

Fonte: Autoria própria.

O preço do ativo na Trajetória 1 para o primeiro dia é calculado da seguinte
maneira:

S1,1 � 31� 1p31� 29q 1
252 � 0, 20

c
1

252p0, 315765q � 31, 3889 (15)

O salto de um dia foi representado como 1
252 , isso se deve ao fato de que as taxas de

juros no Brasil são calculadas para um ano de 252 dias, apenas os dias úteis são contados
(B3, 2025). Para o segundo dia:

S2,1 � 31, 3889� 1p31, 3889� 29q 1
252 � 0, 20

c
1

252p�0, 311268q � 30, 9882 (16)

E o processo se repete até que as Trajetórias tenham sido calculadas para todos os
dias, como se pode ver na tabela seguinte:
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Tabela 3 – Trajetórias do preço do ativo (spot)

Dias Trajetória 1 Trajetória 2 Trajetória 3
0 31 31 31
1 31.3899 30.6039 29.6607
2 30.9882 29.4244 28.8843
3 31.8659 30.3411 27.1287
4 32.0424 28.3987 26.7036

Fonte: Autoria própria.

Até então apenas calculou-se o preço do ativo, como esses dados determinam o
valor da opção?

Tomando como base uma call com strike de 28 BRL e assumindo que as três
trajetórias são equiprováveis, o payoff de cada trajetóra é:

Tabela 4 – Payoff de cada trajetória

Trajetória 1 Trajetória 2 Trajetória 3
Payoff (BRL) 4,0424 0,3987 0

Fonte: Autoria própria.

A média aritmética dos payoffs é 1,4803 BRL. Esse, no entanto, é o valor da opção
na data de vencimento. É necessário levar em conta o desgaste inflacionário e ajustar a
média para o presente (t � 0):

Valor Futuro � pValor Presenteq.erT (17)

Valor Presente � 1, 4803
e0,14.p4{252q (18)

Valor Presente = 1,477 BRL (19)

O Valor Presente representa o prêmio da opção. Neste exemplo, considerou-se um
período de apenas 4 dias, então a diferença entre o Valor Presente e o Valor Futuro não é
expressiva, em períodos maiores a diferença é mais relevante.

Uma representação usual desse processo é através de gráficos que contém os cami-
nhos simulados:
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Figura 5 – Caminhos para 5 simulações e 10 simulações

(a) 5 caminhos (b) 10 caminhos

Fonte: Autoria própria.

Com poucas simulações os resultados são dispersos, não é possível extrair muitas
informações sobre o comportamento do sistema.

Figura 6 – Caminhos para 25 simulações e 50 simulações

(a) 25 caminhos (b) 50 caminhos

Fonte: Autoria própria.

Quando aumentamos a quantidade de caminhos é possível perceber a concentração
de resultados em uma determinada região.
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Figura 7 – Caminhos para 100 simulações

Fonte: Autoria própria.

Com 100 simulações a concentração de resultados em uma determinada área fica
ainda mais evidente, a quantidade de caminhos se sobrepondo já não torna viável uma
avaliação visual do comportamento do sistema.
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3 METODOLOGIA

3.1 DADOS

Para este trabalho se usou o preço das opções de compra sobre as ações preferenciais
da Petrobras, registradas na B3 com o código de negociação PETR4. Esses preços foram
usados como linha de base para determinar a efetividade da simulação. As cotações podem
ser encontradas no site Yahoo Finance. O intervalo de tempo analisado foi de 19/01/2023
a 18/04/2023.

Não existe apenas um contrato de opção para PETR4. Os investidores lançam
diversos contratos e estes são codificados da seguinte maneira:

PETR+X+YYY

Onde PETR é o prefixo da ação sobre a qual a opção se baseia, X é uma letra que
representa o mês de vencimento do contrato e YYY é um número atribuído pela B3 a
uma série que identifica aquele contrato. É comum que esses dígitos YYY representem
o Strike da opção, entretanto esta não é uma regra e os contratos que foram utilizados
neste trabalho demonstram isso. O dígito X ,todavia, respeita um padrão internacional.

Tabela 5 – Código internacional para o mês de vencimento

Vencimento Call Put
Janeiro A M

Fevereiro B N
Março C O
Abril D P
Maio E Q
Junho F R
Julho G S

Agosto H T
Setembro I U
Outubro J V

Novembro K W
Dezembro L X

Fonte: B3.

Apesar de ser o modelo proposto para codificar os contratos, não existe uma
uniformidade entre os códigos. Para alguns contratos os dígitos YYY representam o strike
da opção. As séries de preço analisadas nesse trabalho não possuem esta característica.

3.2 IMPLEMENTAÇÃO DO MODELO

O modelo apresentado na equação (14) foi implementado em Python 3 e seguiu os
passos apresentados na imagem:
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Figura 8 – Procedimentos Metodológicos

Fonte: Autoria própria.

O primeiro passo foi escrever a equação em Python. A equação foi inserida den-
tro de um laço for, já que cada simulação é um "caminho"(Si depende de Si�1), para
armazenar os valores calculados e operar novamente sobre eles no próximo passo. Os
dados foram armazenados em uma planilha da qual o código acessava através da função
textpd.read_excel(). Os dados foram organizados em uma matriz que era atualizada a
cada operação da Equação (14).

O segundo passo foi determinar os parâmetros para os quais a equação iria calcular.
• Para o número de dias T foi usado a quantidade de dias até o vencimento da

opção, T = 62 dias.

• Para φ, a princípio testou-se alguns valores apenas para ver o comportamento
do gráfico. Os valores mais precisos de φ eram alvo do estudo.

• Para µ, a média histórica foi calculada a partir dos dados usando a função
np.mean().

• Para σ, a volatilidade foi calculada a partir dos dados usando a função np.std().

• Para r, usou-se a taxa de juros da época, r = 0,1375 (SELIC de 13,75% a.a.).

• Para ∆t, esse elemento representa o passo da equação, a unidade de atualização
temporal do sistema. No mundo financeiro esse valor é de 1

252 , um dia do ano
comercial.

• Foram realizadas o total de 30 simulações.
O terceiro passo foi analisar as simulações preliminares e fazer ajustes que tornassem

o modelo mais adequado ao mundo real.
Outra consideração foi o caso de payoffs negativos, que ocorrem quando o valor

da ação é menor que o valor do strike (S � K   0). No mundo real ninguém optaria
por executar uma opção cujo strike estivesse maior que o preço atual. Usou-se a função
np.maximum() para limitar o valor do payoff a 0.
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O quarto passo foi determinar valores de φ que minimizassem o erro da simulação.
As métricas utilizadas estão descritas na próxima seção.

3.3 MÉTRICAS DE ERRO

O método usado para determinar a confiabilidade da simulação de Monte Carlo e
sua possível superioridade em relação ao modelo de Black-Scholes será a análise de erro
dos dois modelos. As métricas usadas neste trabalho serão o MAE, o MSE e o MAPE.

3.3.1 MAE

O MAE (Mean Absolute Error) é uma métrica de erro que informa a magnitude
do erro entre a previsão do modelo (ŷi) e os resultados legítimos (yi). O módulo garante
que os valores sempre são positivos, mesmo para ŷi ¡ yi. Quanto mais próximo de 0 for o
valor do MAE, mais preciso o modelo.

MAE � 1
n

ņ

i�1
|yi � ŷi| (20)

3.3.2 MSE

O MSE (Mean Squared Error) é uma métrica de erro que informa o quadrado
da diferença entre o resultado legítimo (yi) e a previsão do modelo (ŷi). Por ser elevado
ao quadrado o resultado será sempre positivo e a medida será mais sensível a grandes
variações. Assim como o MAE, quanto mais próximo de 0 for o valor, mais preciso o
modelo.

MSE � 1
n

ņ

i�1
pyi � ŷiq2 (21)

3.3.3 MAPE

O MAPE (Mean Absolute Percentage Error) informa a diferença entre o resultado
legítimo (yi) e a previsão do modelo (ŷi) divida pelo valor legítimo. Essa métrica nos
informa a quantos % do valor legítimo a medida está. Assim como MAE e MSE, quanto
mais próximo de 0 for o valor, mais preciso será o modelo.

MAPE � 1
n

ņ

i�1
|yi � ŷi

yi
| (22)
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4 RESULTADOS

Os resultados discutidos nessa seção foram obtidos através da implementação em
Python dos métodos citados na Seção 3. Analisou-se 11 séries de preços com maior volume
de negociação das calls PETRD (vencimento em abril de 2023). Nas tabelas, as melhores
métricas foram destacadas em negrito.

4.1 BLACK-SCHOLES

Tabela 6 – Erros estatísticos do modelo de Black-Scholes

PETRD K(BRL) MAE MSE MAPE
291 28,26 14,744 217,40 211,56
222 26,76 14,370 206,49 20,238
266 27,76 14,735 217,12 87,506
271 27,76 14,607 213,35 38,063
220 26,26 14,024 196,68 11,930
227 25,26 13,188 173,92 4,8318
202 25,76 13,630 185,78 7,6108
194 23,76 12,019 144,46 0,6239
183 24,76 12,757 162,73 2,9699
198 22,76 11,219 125,86 1,2677
122 22,26 10,796 116,55 2,1239

Fonte: Autoria própria.

Os dados apresentados na tabela mostram os valores das métricas de erro para os
resultados da solução analítica do modelo de Black-Scholes. Enfatiza-se em especial os
valores do MSE, uma vez que ele pune mais gravemente valores atípicos. Grandes discre-
pâncias são perigosas, pois podem indicar janelas de arbitragem que expõem os operadores
a perdas financeiras significativas. A call PETRD122 (K=22,26 BRL) apresentou o melhor
MSE (116,55).

Tanto os valores do MAE e do MSE são bastante elevados, essa discrepância já
era esperada já que as limitações do modelo de Black-Scholes desviam suas previsões dos
resultados reais.

Esses valores serviram de base de comparação para os resultados obtidos através
da simulação de Monte Carlo.

4.2 SIMULAÇÃO DE MONTE CARLO

Pela simulação de Monte Carlo a opção PETRD291 (K=22,26 BRL) apresentou
o melhor MSE (0,00002). Destacam-se também as opções PETRD271 (K=27,76 BRL) e
PETRD198 (K=22,76 BRL) que apresentaram valores na quinta ordem decimal, 9� 10�5

e 8� 10�5, respectivamente.
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Tabela 7 – Erros estatísticos do simulação de Métricas de erro do modelo MC

PETRD K(BRL) MAE MSE MAPE
291 28,26 0,0049 0,00002 0,1173
222 26,76 0,0313 0,0009 0,0718
266 27,76 0,0243 0,0005 0,0300
271 27,76 0,0095 0,00009 0,0321
220 26,26 0,0641 0,0041 0,0085
227 25,26 0,0363 0,0013 0,1806
202 25,76 0,0298 0,0008 0,0199
194 23,76 0,0594 0,0035 2,1668
183 24,76 0,0285 0,0008 1,1600
198 22,76 0,0093 0,00008 3,3432
122 22,26 0,0144 0,0002 3,9297

Fonte: Autoria própria.

É possível ver uma grande disparidade nas métricas de erro da simulação de Monte
Carlo para o modelo clássico de Black-Scholes. Até mesmo o pior resultado com Monte
Carlo, para a opção PETRD220 (MSE de 0,0041), é muito superior ao melhor resultado
da solução usando Black-Scholes, PETRD122 (MSE de 116,55). Os resultados próximos
de zero indicam que o modelo é confiável.

A seguir os gráficos das opções citadas, a linha pontilhada vermelha representa a
evolução do spot, a linha rosa (cbls) representa o preço previsto pela solução de Black-
Scholes, a linha ciano (ctarget) representa o custo real da opção, a linha estacionária azul
(K) representa o strike de cada contrato.

Figura 9 – Gráficos das opções PETRD122 e PETRD220
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Fonte: Autoria própria.
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Figura 10 – Gráficos das opções PETRD271 e PETRD291
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Fonte: Autoria própria.

4.3 VELOCIDADE DE REGRESSÃO

As métricas de erro variam de acordo com a velocidade de regressão (φ) adotada,
as métricas de erro apresentadas anteriormente foram os melhores valores encontrados e
para cada um desses melhores valores existe também um φ associado.

Tabela 8 – Valores de φ que otimizam o MSE

PETRD MSE φótimo
291 0,00002 -8,00
222 0,0009 -8,33
266 0,0005 -7,83
271 0,00009 -8,17
220 0,0041 -7,67
227 0,0013 -8,67
202 0,0008 -9,00
194 0,0035 -9,17
183 0,0008 -9,00
198 0,00008 -8,67
122 0,0002 -8,67
Fonte: Autoria própria.
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Tabela 9 – Valores de φ que otimizam o MAPE

PETRD MAPE φótimo
291 0,1173 -7,83
222 0,0718 -8,00
266 0,0300 -6,83
271 0,0321 -7,17
220 0,0085 -8,83
227 0,1806 -10,00
202 0,0199 -9,83
194 2,1668 -10,00
183 1,1600 -9,83
198 3,3432 -10,00
122 3,9297 -10,00

Fonte: Autoria própria.

Os valores de φ que otimizaram o MSE tiveram um valor médio de -8,47. Os valores
de φ que otimizaram o MAPE tiveram um valor médio de -8,04, sem grandes disparidades
entre as métricas. Isso significa que as opções possuíam uma taxa de regressão à média
de aproximadamente 800% ao ano ( 20% ao mês). Esse valor é muito elevado e representa
uma tendência retorno rápido a média.
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5 CONCLUSÕES

O presente trabalho examinou a simulação de Monte Carlo para regressão à média,
um método já descrito teoricamente, mas carente de trabalhos práticos que sustentem a
sua efetividade. A partir dos resultados coletados, é possível fazer algumas afirmações:

• O modelo de Black-Scholes apresenta métricas de erro muito grandes quando
aplicado em opções de compra reais.

• A simulação de Monte Carlo para regressão à média é capaz de prever com
eficiência o comportamento de uma opção real.

Este trabalho, no entanto, possui algumas limitações que devem ser consideradas
e servem de motivação para trabalhos futuros:

• O presente trabalho analisou apenas calls europeias, é necessário investigar se
o método tem a mesma efetividade para determinar o comportamento de puts.

• As opções analisadas eram europeias (executáveis apenas no vencimento), se-
ria interessante investigar a praticidade deste modelo para opções americanas
(executáveis até o vencimento).

• Testar o método para tempos de vencimento maiores.
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APÊNDICE A – GRÁFICOS COM TRAJETÓRIAS

Trajetórias das opções PETRD122 e PETRD183
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Fonte: Autoria própria.

Trajetórias das opções PETRD194 e PETRD198
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Trajetórias das opções PETRD202 e PETRD220
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Fonte: Autoria própria.

Trajetórias das opções PETRD222 e PETRD227
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Fonte: Autoria própria.

Trajetórias das opções PETRD266 e PETRD271
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Fonte: Autoria própria.
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Trajetórias da opção PETRD291
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