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RESUMO

Os métodos numeéricos sao algoritmos que tornam possivel formular e resolver
problemas matematicos. Presentes na resolucdo de problemas complexos desde a
antiguidade e melhorados com a criagdo de computadores capazes de realizar
milhares de operag¢des em pouquissimo tempo, eles possuem grande contribui¢do na
resolucdo de problemas fisicos que n&o conseguimos resolver de maneira analitica.
Um dos métodos numéricos mais utilizados na resolugao de problemas que envolvam
equacdes diferenciais € o método iterativo de passo unico de Runge-Kutta, onde o
método de 42 ordem é comumente mais empregado por possuir um erro menor. Neste
trabalho, utilizamos o método numérico de Runge-Kutta de 42 ordem, no software
Mathematica®, para construir diagramas no espaco de fase de alguns sistemas fisicos,
sendo eles: péndulo simples, oscilador harménico unidimensional e bidimensional e o
oscilador anarmdnico. Esses sistemas sdo aqui descritos em termos da mecanica
hamiltoniana objetivando a construgdo de diagramas que representam os possiveis
estado do sistema. Os resultados do presente trabalho corroboram os descritos na

literatura.

Palavras-chave: Métodos numéricos. Runge-Kutta. Espaco de fase.



ABSTRACT

Numerical methods are algorithms that make it possible to formulate and solve
mathematical problems. Present in solving complex problems since antiquity and
improved with the creation of computers capable of performing thousands of
operations in a very short time, they have a great contribution in solving physical
problems that we cannot solve analytically. One of the most used numerical methods
in solving differential equations is the Runge-Kutta single-step iterative method, the 4th
order method is most commonly used because it has a smaller error. In this work, we
use the 4th order Runge-Kutta numerical method, in Mathematica® software, applied
to mechanical systems in phase space, namely: simple pendulum, one-dimensional
and two-dimensional harmonic oscillator and the anharmonic oscillator. These systems
are described here in terms of Hamiltonian mechanics aiming to build diagrams that
represent the possible state of the system. The results of the present work corroborate

those described in the literature.

Keywords: Numerical methods. Runge-Kutta. Phase Space .
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1. INTRODUGAO

Os métodos numeéricos sdo aplicacdes de algoritmos pelas quais é possivel
formular e resolver problemas matematicos usando operagfes aritméticas menos
complexas [1].

Os algoritmos numéricos sao tdo antigos quanto a civilizacdo humana.
Evidencia-se que os babilénios, por exemplo, j& possuiam tabelas com nuameros
inteiros, além de ja utilizarem algoritmos para aproximar raizes quadradas, que
consistia em dividir supor um nimero que eles julgavam proximo da solucéo exata e
ir fazendo diversas divisbes tomando como base o resultado anterior, que é o
equivalente ao conceito que temos hoje de iteracéo [2] Ja os egipcios inventaram o
chamado método da falsa posicdo, que aproximava raizes de uma equacao.
Historicamente, diversos métodos usando aproximacdo foram desenvolvidos, e com
a criacao do calculo e dos logaritmos, grande impulso foi dado para o desenvolvimento
de procedimentos numéricos, pois alguns modelos ndo podiam ser resolvidos de
forma analitica. Isaac Newton criou varios métodos numéricos que atualmente
possuem o seu nome, além de Newton, podemos destacar alguns matematicos como
Euler, Gauss, Lagrange, dentre outros. Mas, no entanto, foi somente na década de
40, com o surgimento dos primeiros computadores que os métodos numeéricos
computacionais tomaram maiores proporgoes [3].

As contribuicdes dos métodos numéricos, segundo Chapra [4], sdo diversas,
sendo eles ferramentas extremamente poderosas ha resolucdo de problemas, com
capacidade de lidar com uma grande quantidade de equacdes, possuindo uma grande
aplicabilidade na engenharia ao passo que auxilia no desenvolvimento profissional e
no entendimento matematico e, além disso, quando implementados com sucesso
resolvem problemas que em muitos casos eram insolucionaveis, ainda segundo o
autor, quando se refere aos métodos computacionais, ele cita: “Assim como todos
nos devemos ter bases solidas em outras areas da matematica e da ciéncia, também
devemos ter uma compreensao basica dos métodos numéricos”, reafirmando a
relevancia para a ciéncia.

Uma das aplicagbes dos métodos numéricos computacionais é a resolucao de
equacOes diferenciais, que tém um papel fundamental para toda a Fisica, algumas,
muitas vezes, somos incapazes de resolver de maneira analitica, outras, damos por

impossiveis [5].
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O método de Runge-Kutta resolve tradicionalmente equacdes diferenciais com
problema de valor inicial que possuem equacBes de primeira ordem. E de
conhecimento da literatura varios métodos numéricos que sdo capazes de resolver
equacao de ordem n qualquer, como o método como o de Numerov. Este método é
também € util na resolucdo de equagdes diferenciais, em especial as equacdes de
segunda ordem, e foi inicialmente desenvolvido com o intuito de determinar solu¢cées
de problemas de autovalores da mecanica celeste, ja que Numerov buscava calcular
as correcoes para a trajetoria do cometa Halley, atualmente h& aplicacdes do método
na Mecanica Quantica, sendo o método utilizado na resolucdo da equacdo de
Schrodinger [6].

Um dos métodos mais populares para resolver equacdes diferenciais, que
utilizaremos nesse trabalho é o método de Runge-Kutta, que foi desenvolvido por volta
de 1895, pelos matematicos alemdes C.D.T. Runge e M.W. Kutta. O objetivo do
trabalho é resolver algumas equacdes diferenciais presentes nas equacdes de
movimento e construir diagramas através do método numérico de Runge-Kutta, em

sistemas mecanicos no espaco de fase, utilizando o software Mathematica®.
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2. METODOS DE RUNGE-KUTTA

Os métodos numéricos de Runge-Kutta sdo da familia de métodos iterativos
para aproximar numericamente a solucao exata de uma equacéo diferencial ordinéria
pelos primeiros n termos da expansao em série de Taylor, trazem a ideia de aproveitar
o melhor do método de Euler e possuem algumas propriedades:

I. S&o métodos de passo unico.
Il.  N&o calculam qualquer derivada de f(x,y), em vez disso calculam a
derivada f (x,y) em varios pontos.

Os métodos de Runge-Kutta sdo andlogos a expansao dos polinémios de
Taylor, donde surgem os nomes dos graus. Por definico:

f() f”() f™ (@)
n!

—a) + (x—a)>+-+ (x—a)", 1)

f&x) =

onde a Eq. (1) € a série de Taylor da fun(;ao f em torno de a. Que também pode ser

escrita em termos do somatorio

oo

)
F) = Zf Dx-ay, @

Para os nossos fins consideraremos x —a = h , que é 0 N0SSO passo no método de
Runge-Kutta e chamaremos n de k que define as inclinacdes das nossas retas no RK.
A seguir descrevo de forma mais detalhada o Runge-Kutta de ordem 1 e 2, que séo
meétodos semelhantes ao método de Euler e o Runge-Kutta de ordem 4 métodos que
utilizamos para resolver problemas fisicos que envolvem equacdes diferenciais

através do software Mathematica® Verséo 11.
2.1 RUNGE-KUTTA DE PRIMEIRA ORDEM

O método de RK de primeira ordem, também conhecido como método Euler, é
construido fazendo as substituicdes na expansao de Taylor, paran = 1, temos:

I(tn,Yn tnYn
Vnar = Y + L2y 4 L Lndn) 2 ©)

onde y,,, € obtido a partir do valor inicial y,,, sabendo que a derivada é aplicada no

ponto (t,,y,). Na aproximag&o do termo de segunda ordem h? ser muito pequeno,

teremos:



15

Yn+1 =Yn T+ h f,(tn: yn)’ (4)

ou

Yn+1 = Yn + hK;. (5)

que é justamente o método de Euler, como citado anteriormente.

2.2 RUNGE-KUTTA DE SEGUNDA ORDEM

O método de Runge-Kutta de ordem 2 (RK-2), também conhecido como método

de Euler melhorado [7], que também é baseado na série de Taylor possui o seguinte

algoritmo:
h
Yn+1 =Yn t+ E(Kl + K5), (6)
sendo
Ky = f(tw yn) (7)
h h
KZ :f(tn'i'ziyn-l'EKl) (8)

Graficamente, podemos representar o método de RK-2:

Grafico 1- Representacdo geométrica do Runge-Kutta de ordem 2

—
b o —

= Y
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Percebam que agora o passo h é reduzido pela metade, e a derivada é
calculada em um novo ponto, isso diminui 0 erro e aproxima a solucédo da equacao da
solucéo exata. O modo como as equacdes foram obtidas podem ser encontradas em

[9] j& que o objetivo aqui é trabalhar com o algoritmo desenvolvido.
2.3 RUNGE-KUTTA DE QUARTA ORDEM

O Runge-Kutta de ordem 4 (RK-4) é o método mais difundido nas rotinas de
calculo computacional [8], e € 0 método que tomaremos como base na criagdo do
algoritmo no Mathematica®, a sua formulacéo geral é:

h 9)
Yn+1 = Yn + E(Kl + 2K, + 2K3 + K,)

Donde, K; e K, sao (7) e (8), respectivamente e

(10)
h h
K3 = f(ty +E'yn +§-K2)
Ky =f(tn + hyn + h.K3) (11)

A interpretacdo geométrica do método de RK-4 pode ser vista no grafico abaixo.

Grafico 2- Representacdo geométrica do Runge-Kutta de ordem 4
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Cada reta mostrada no grafico € dada pelas inclinacbes Ki(lnicio do
intervalo),Kz (vetor verde) Ks (vetor preto) e K4 (vetor amarelo) fazendo a estimativa
do valor no ponto y, levando como ponto de partida ot € 0 nosso passo h . Agora
perceba que o vetor vermelho no grafico abaixo, que € o vetor resultante de todas
inclinagdes aponta para o ponto que é proximo da solugdo exata analitica, o que

demonstra o pequeno erro do método de Runge-Kutta de ordem 4.

Grafico 3- Representagdo geométrica Runge-Kutta de ordem 4

y“

3 MECANICA CLASSICA NO ESPACO DE FASE

O espaco de fase ou espacgo fasico é definido como espaco formado pelas
posicdes generalizadas e seus momentos conjugados correspondentes, uma
trajetdria no espaco representa a evolugao temporal dos sistemas através da evolugéo
temporal de suas variaveis, posicao e momento. Em mecanica classica, cada ponto
do espaco fasico representa um possivel estado do sistema mecanico e além disso
cada hamiltoniano H definido sobre um espaco de fases esta associado a um conjunto
de trajetorias da evolugdo. Neste trabalho analisaremos o comportamento de alguns

sistemas mecanicos no espaco de fase e aplicaremos a mecanica hamiltoniana para
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caracterizar os nossos sistemas mecanicos no espago de fase, resolvendo as

equacdes diferencias, através do Método numérico de RK-4.
3.1 MECANICA HAMILTONIANA

A mecanica hamiltoniana foi um grande marco para a Fisica, pois ela
representa também a transicdo da mecanica classica para a mecanica quantica,
usando a ideia de que o momento € uma grandeza fundamental, passando a ser uma
variavel independente das coordenadas e trazendo contribui¢cbes para a resolugao de
problemas mais complexos, até entdo inerentes a Mecanica de Newton.

A descri¢cao hamiltoniana [10] envolve a substituicao das variaveis (q, q) por q,
p em todas as grandezas mecanicas, onde p € momento generalizado e a introdugéo

da fungdo de Hamilton ou, simplesmente hamiltoniano H(q, p,t) definida por

n
H@pt) = ) dupi = L(@,0.0), (12)
i=1

onde L(q,q,t) é alagrangeana do sistema.
Se um sistema for conservativo a hamiltoniana pode ser considerada como a
energia total (cinética e potencial) do sistema e pode ser definida como:
H=T+YV.
(13)
A seguir, veremos alguns exemplos da aplicagdo da mecanica hamiltoniana em
sistemas mecanicos, para sistemas conservativos e partiremos da equacao (13) para

descrevé-los.
3.2 PENDULO SIMPLES
O péndulo simples é um sistema composto por uma massa presa a um fio

flexivel por uma das pontas [11]. A massa fica sujeita a uma forga restauradora

causada pela gravidade.
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Figura 1-Péndulo Simples

Para aplicarmos o método de RK, precisaremos escrever a Hamiltoniana do sistema,
que neste caso, por se tratar de um sistema conservativo € a energia total, ja que ha
auséncia de forcas dissipativas. Sabendo que £ =T —V é a lagrangeana do sistema

na qual T representa a energia cinética e V a energia potencial, por analise geométrica

temos:
1 .
T = Emlzez. (14)
E que,
V = —mglcosé. (15)

A lagrangeana do péndulo simples é dada por:
L= %mlzé + mglcos®. (16)
A fim de calcularmos a Hamiltoniana H, precisamos encontrar 0 momento pg

em coordenadas generalizadas. Por definicdo, p, € dado por:
oL
" a0
logo, apds fazer os calculos da derivada parcial da lagrangeana em fungdo da

Pe (17)

coordenada generalizada 6, veremos que resulta em

pe = ml?0, (18)
isolando 6, na equacéo (18) teremos que
6="2 (19)

Como o sistema é conservativo, a hamiltoniana pode ser calculada através da

seguinte equacao (13), substituindo, temos:
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Po”
20
H 2 mglcos(0). (20)

3.2.1 METODO NUMERICO

Agora utilizamos o cédigo fonte (Apéndice A), seguindo as equagdes de [9]. O
codigo € definido usando as equagdes bases do RK-4. Apds isso, aplicaremos a
hamiltoniana, anteriormente descrita e definiremos o valor para algumas constantes,
e utilizando o software Mathematica® resolveremos as equagdes do movimento de
Hamilton a partir da nossa hamiltoniana, definindo-se um intervalo. Por fim, para
visualizarmos o diagrama que representa o péndulo simples geramos o grafico no
Mathematica®.

O grafico em fungdo das coordenadas generalizadas p e g, considerando a
energia total do sistema, gerado pelo Mathematica® nos mostra que os possiveis
estados do sistema, que como descrito na literatura e podemos observar, € uma
circunferéncia.

Grafico 4- Diagrama de fase do péndulo simples

10}
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3.2.2 METODO ANALITICO

Resolvemos de maneira analitica, também através do Mathematica®, a
equacao para o péndulo simples (APENDICE B), para compararmos os resultados, e

construimos o diagrama mostrado a seguir.
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Grafico 5- Diagrama de fase para o péndulo simples- método analitico
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O diagrama acima nos mostra que a resolucdao analitica nos leva a uma

circunferéncia, como descrito anteriormente através do método numérico.

3.3 OSCILADOR HARMONICO UNIDIMENSIONAL

Um oscilador harménico, de modo geral, € um objeto sujeito a uma forga que
depende linearmente do deslocamento em relagdo ao seu ponto de equilibrio (F =
—kx). O movimento realizado pelo objeto € um movimento harménico simples,
caracterizado pela periodicidade. O movimento harménico se caracteriza por ser
descrito em termos das fungdes Seno e Cosseno . O objeto a seguir € um oscilador
massa-mola horizontal, que realiza um movimento harménico simples unidimensional
[12].

Figura 2- Oscilador harménico unidimensional
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Para aplicarmos o meétodo numérico, precisaremos descrever através da
mecanica hamiltoniana o sistema, procedimento idéntico ao realizado anteriormente.

Fazendo a analise geométrica do sistema, a energia cinética sera dada por:

1 .
T =Zmb? (21)

E a energia potencial &
1
V=Ko’ (22)

Para o calculo da nossa hamiltoniana, precisaremos dos momentos
generalizados, para isso, calculamos a nossa lagrangeana, que é dada pela energia

cinética menos a energia potencial,

1 . 1
— — P2 2 23
L 2m0 2k9 (23)

A hamiltoniana é dada em fungédo do momento generalizado, que € calculado pela

equacgao (17), assim, temos

pg = mo (24)
isolando o py temos:
, _Po
0 = - (25)

Agora podemos escrever a hamiltoniana, que por se tratar de um sistema conservativo
€ dada pela soma das energias, logo, teremos:

k 2

donde gy € a posi¢ao generalizada e py, 0 momento.

Utilizando o cédigo-fonte (Apéndice B) e considerando a nossa hamiltoniana,
utilizamos o RK-4, resolvemos, utilizando o Mathematica®, as equag¢des de Hamilton
e geramos o diagrama que representa o Oscilador Harménico Unidimensional, como

mostra o grafico a seguir.
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Grafico 5- Diagrama de fases do oscilador harménico unidimensional
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Como podemos observar o diagrama € uma circunferéncia.

3.4 OSCILADOR HARMONICO BIDIMENSIONAL
O oscilador harmdnico bidimensional € analogo ao unidimensional, porém, este

oscila em duas dimensdes [13]. Como mostra a figura:

Figura 3-Oscilador harmdnico bidimensional

Como trata-se novamente de um sistema conservativo, a hamiltoniana do
sistema é sera dada pela equagao (13). A energia cinética do oscilador harménico

bidimensional, analisando geometricamente, sera

1 . 1 .
e a energia potencial
1 1
V= Ek@f + Ek@g. (28)

Logo, temos a seguinte lagrangeana:
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1 . 1 . 1 1

E podemos calcular o momento generalizado, que € dado ela equagéo (17), logo:
po = mb; +mé, (30)

Calculando a hamiltoniana, temos:
H=c—t—t+—+—" (31)
m m

No software consideramos k =m =1 e através do cddigo-fonte (APENDICE C)

plotamos o diagrama a seguir

Gréfico 6- Diagrama de fase do oscilador harménico bidimensional
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3.5 OSCILADOR ANARMONICO

Sabemos que o movimento de uma particula em torno de um ponto de
equilibrio, para pequenos deslocamentos, realiza um movimento harmodnico, como
definido anteriormente. Quando esses deslocamentos nao sao pequenos dizemos que
0 movimento € Anarmdnico [14]. O oscilador anarménico também sofre a agdo de uma
forca restauradora dado por:

F = —kx — amx? (32)

Por n&o se tratar de uma equacao linear a equacgao do oscilador anarménico &
de dificil resolucdo, esse € um exemplo clarissimo do uso eficiente de um método

numeérico, aqui utilizamos o RK-4[11].
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Como ja feito anteriormente, para aplicarmos o RK precisaremos escrever a
hamiltoniana do sistema, que representa a energia total. Sabemos que a energia

cinética T do oscilador é:

1 .
T = Emez (33)

Para esse oscilador, que realiza um movimento anarmdnico, consideraremos

um potencial na ordem de x*. Logo, temos:

1 1
=—k0? +-ko*. 34
V=2ko?+ ko (34)
Escrevendo a lagrangeana do sistema, temos
1 . 1 1
[ 2 _ 2 _ 4 35
L=-mo? ——ko? — 2 ko*, (35)

e assim, escrevemos o0 momento generalizado
pg = mB?. (36)
A hamiltoniana do sistema, portanto, sera

2 2 4
_pe” , kag” | kqg 37
H=o—t——t— (37)

A fim de simplificar calculos, consideraremos k = m = 1. Utilizando o cédigo-
fonte (Apéndice D) plotamos através do software Mathematica® e obtivemos o
diagrama abaixo.

Grafico 7-Diagrama de fase do oscilador anarmdnico

1.5

05-

a 00
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-15
-1.5 -1.0 -05 0.0 05 1.0 15

Como podemos observar o diagrama que descreve os possiveis estados, para um

oscilador anarménico também nos mostra uma circunferéncia.
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CONCLUSAO

A vasta aplicagdo dos métodos computacionais na Fisica é notavel, o que os
torna ferramenta de extrema importancia, para, em diversos casos, conseguirmos
éxito em sistemas que nao conseguimos resolver e nem representar de maneira
analitica. Neste trabalho utilizamos o software Wolfram Mathematica® 11 para
solucionar, através da mecanica hamiltoniana no espaco de fase, equacgdes
diferencias que descrevem alguns sistemas mecanicos.

O primeiro sistema aqui descrito foi o péndulo simples, também resolvido de
maneira analitica, o que tornou possivel comparar os resultados e perceber que os
diagramas descreviam possiveis estados idénticos, o que demonstra a eficacia do
método. Para os osciladores harménio unidimensional, bidimensional e anarménico
também foi possivel a construgcdo de diagramas que descrevem os possiveis estados
dos sistemas e ao construirmos os diagramas que os representam, descritos pelas
coordenadas generalizadas p e q, foi possivel notar os resultados proximos aos
descritos na literatura, ja que os diagramas descrevem movimentos circulares.

O método numérico de Runge-Kutta usado na elaboracédo desse trabalho se
mostra eficiente na resolu¢cao de equacdes diferenciais, nos permitindo a construgao
de diagramas. Através do algoritmo desenvolvido, utilizando o software Mathematica®
fomos capazes de resolver numericamente, utilizando a mecéanica hamiltoniana,
diversos sistemas classicos, mas esse trabalho poderia ir além e abranger sistemas
mais complexos, 0s quais, ndo conseguiriamos resolver de maneira analitica.

Além das analises fisicas presentes nesse trabalho, vale ressaltar que o uso de
métodos numéricos vai além das aplicagdes fisicas, tendo aplicagdes na engenharia
e tornando- se base da mesma, demonstrando o vasto mercado da simulagao

computacional, cada dia mais, no nosso cotidiano.
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APENDICE A — CODIGO-FONTE DO PENDULO SIMPLES (METODO NUMERICO)

In[1l]:= RKStep[f , v , yp_, dt ]:=Module[{k1,k2,k3,k4 },
kl = dt N[ f/.Threadl[y->yp]]l;

k2=dt N[f/.Thread[y->yp+kl/2]11];

k3=dt N[f/.Thread[y->yp+k2/2]1];

kd=dt N[f/.Thread[y->yp+k3]];

yp+ (k1+2k2+2k3+k4) /6] ;

In[2]:= RungeK[f List, y List, y0 List, {x ,dx }]:=

NestList [RKStep[f,y, #,N[dx]]1&, N[y0],Round[N[x/dx]] 1/;
Length[f] == Length[y]==Length[y0]

In[3]:= m=1;

g=1;

1=1;

In[6]:= H=Subscript[p, 1]172/(2*m*1"2)+m*g*1 (1-Cos[Subscriptl[qg,
111)7

In[7]:= D[H,Subscriptlp, 11]

In[8]:= -D[H, Subscript[g, 1]]

In[9] := phase:=RungeK[{D[H, Subscript[p, 1]],-D[H,Subscriptlq,

111}, {Subscriptlqg, 11,Subscript([p, 1]1},{1,0},{10,0.05}1]1;
In[10]:=

plot:=ListLinePlot[{phase},PlotStyle->{Blue,Red} ,AspectRatio-
>Automatic, Frame->True, FrameLabel->{"g", "p"}, PlotRange->{{-
2.1,2.1},{-3.1,3.1}1}]

In[ll]:= Show[plot]
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APENDICE B- CODIGO-FONTE PENDULO SIMPLES (METODO ANALITICO)

m=1;

g=1;

1 =1;

H=p"2/2 + (1 - CosI[ql);

f = D[H, p]

p

g = -D[H, qg]

-Sin[q]

Reduce[p”*2/2 + (1 - Cosl[q]) == 10, {qg, p}]
p == -Sgrt[2] Sgrt[9 + Cos[gl] || p == Sgrt[2] Sgrt[9 +
Cos[q]]

ListPlot[Table[{ g, \[Sgrt]l8 + 2 Cos[qgl}, {g, 900}],
AxesLabel -> {g, p}, PlotRange -> {{-2, 2}, {2, 7}}, Frame ->

True]
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APENDICE C- CODIGO-FONTE OSCILADOR HARMONICO UNIDIMENSIONAL

In[l]:= RKStep[f , v , yp , dt ]:=Module[{kl,k2,k3,k4 },

kl = dt N[ f/.Threadl[y->ypl];

k2=dt N[f/.Threadl[y->yp+kl/2]11;

k3=dt N[f/.Threadly->yp+k2/211;

kd=dt N[f/.Thread[y->yp+k3]11];

yp+ (k1+2k2+2k3+k4) /6] ;

In[2] := RungeK[f List, y List, y0 List, {x ,dx }]:=
NestList [RKStep[f,y, #,N[dx]]1&, N[y0],Round[N[x/dx]] 1/;
Length[f] == Length[y]==Length[y0]

In[3]:= (* Hamiltoniano Oscilador Bidimensional *)

In[4]:= H=p"2/2+gq"2/2;

In[5]:

D[Hrq]}r{qrp}r{lro}r{loroOl}]r
In[6]:=

phaseX:=RungeK[{D[H,p], -

plot:=ListPlot [ {phaseX} ,AspectRatio->Automatic,PlotStyle->{B1l
ue,Red}, Frame->True, FramelLabel->{"g", "p"}, PlotRange->{{-
1.2,1.2},{-1.2,1.2}}]

In[7]:= Show[plot]
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APENDICE D - CODIGO-FONTE OSCILADOR HARMONICO BIIDIMENSIONAL

In[25]:= RKStep[f , v , yp , dt ]:=Module[{kl,k2,k3,k4 },

kl = dt N[ f/.Threadl[y->ypl];

k2=dt N[f/.Threadl[y->yp+kl/211;

k3=dt N[f/.Thread[y->yp+k2/2]1];

kd=dt N[f/.Thread[y->yp+k3]11];

yp+ (k1+2k2+2k3+k4) /6] ;

In[26] := RungeK[f List, y List, y0 List, {x ,dx }]:=
NestList [RKStep[f,y, #,N[dx]]1&, N[y0],Round[N[x/dx]] 1/;
Length[f] == Length[y]==Length[y0]

In[27]:= (* Hamiltoniano Oscilador Bidimensional *)
In[28]:= H=(3Subscriptlp, 1172)/2+(6Subscript[p,
2172)/2+ (7Subscript[qg, 1]172)/2+Subscriptlq, 217°2/2;
In[29] := phaseX:=RungeK[{D[H, Subscript([p, 111,-

D[H, Subscript[qg, 111}, {Subscript[qg, 1],Subscriptlp,
11},{1,0},{10,0.01}1;

In[30] := phaseY:=RungeK[{D[H, Subscript[p, 211,-

D[H, Subscript[qgq, 211}, {Subscript[qg, 2],Subscriptlp,
21}y,{1,0},{10,0.01}1;

In[31]:=

plot:=ListPlot[{phaseX,phaseY} ,AspectRatio->Automatic,PlotSty
le->{Blue,Red}, Frame->True, FrameLabel->{"g", "p"},
PlotRange->{{-1.7,1.7},{-1.7,1.7}}]

In[32] := Show[plot]



APENDICE E- CODIGO-FONTE OSCILADOR ANARMONICO

In[l]:= RKStep[f , v , yp , dt ]:=Module[{kl,k2,k3,k4 },

kl = dt N[ f/.Threadl[y->ypl];

k2=dt N[f/.Threadly->yp+kl/2]11;

k3=dt N[f/.Thread[y->yp+k2/2]1];

kd=dt N[f/.Threadl[y->yp+k3]11];

yp+ (k1+2k2+2k3+k4) /6] ;

In[2]:= RungeK[f List, y List, y0 List, {x ,dx }]:=
NestList [RKStep[f,y, #,N[dx]]1&, N[y0],Round[N[x/dx]] 1/;
Length[f] == Length[y]==Length[y0]

In[3]:= (* Hamiltoniano Oscilador Bidimensional *)

H=p"2/2+g~2/2+q"4/4;

In[4]:

In[5] := phaseX:=RungeK[{D[H,p], -
D[Hrq]}r{qrp}r{lro}r{loroOl}]r

In[6]:=

32

plot:=ListLinePlot[{phaseX} ,AspectRatio->Automatic,PlotStyle-

>{Blue,Red}, Frame->True, FramelLabel->{"g", "p"}, PlotRange->{{-

1.5,1.5},{-1.5,1.5}}]
In[7]:= Show[plot]
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